Klub 44 M

1-44

Termin nadsylania rozwiazari: 31 XII 2022

Zadania z matematyki nr 847, 848
Redaguje Marcin E. KUCZMA

847. Dana jest funkcja ciagla f: R — R o nastepujacej wlasnosci: dla kazdej
pary liczb a, b, gdzie a < b, istnieja liczby u, v takie, ze a < u < v < b oraz
flw) < f(z) < f(v) dla x € [a,b]. Udowodnié, ze funkcja f jest niemalejaca.

848. Niech n bedzie ustalong liczbg naturalna, n > 3. Niech X bedzie zbiorem
wszystkich ciagéw nieskoriczonych (z1,xo,...) o wyrazach z; € {1,...,n}

i niech B bedzie zbiorem wszystkich ciagéw nieskoniczonych (by,bs,...) o wyrazach
b; € {0,1}. Wyjadnié¢, czy istnieje réznowartosciowe odwzorowanie zbioru X na
caly zbior B takie, ze (dla kazdej liczby naturalnej k): jezeli dwa ciagi (x;), (y;)
ze zbioru X pokrywaja sie na odcinku poczatkowym dlugosci k (tzn. z; = y;
dla i < k), to ich obrazy takze pokrywaja sie na odcinku poczatkowym

dhugosci k.

Zadanie 848 zaproponowal pan Adam Woryna z Rudy Slaskiej.

Rozwiazania zadan z numeru 6/2022 843. Zuk startuje z wierzchotka O. Niech A, B,C (A # O)

Przypominamy tresé¢ zadan:

bedzie dowolng tréjka kolejno przebytych wierzchotkéw.
Z krawedzi AB zuk wszedl w krawedz BC'; wiadomo wiec, czy

843. Po kl-;x\nr(;(lz1a(3}1 \vyp}uk}(’tg.o wielo$cianu !)(élzel zuk. ) skrecit w lewo, czy w prawo. Zgodnie z przyjetymi regutami
W kazdym wierzchotku wieloscianu schodza sie trzy krawedzie. . . . . L. . . .
Po dojsciu do wierzchotka zuk nie zawraca w krawedz, ktoéra da.]e to lnformac.]@: czy Cthl@ wczesnie], w punkc1e A: Skr@m}
przyszed}, lecz wybiera jedng z pozostatych dwéch krawedzi w prawo, czy w lewo. Okresla to jednoznacznie wierzcholek

— lewa lub prawa (orientacja: lewo/prawo — tak, jak wida¢,
patrzac z zewnatrz wieloscianu). Gdy na jednym rozdrozu

(na jego trasie) poprzedzajacy A. To znaczy, ze taka tréjka

zuk wybral wariant lewy, na nastepnym wybiera prawy — i na wierzchotkéw A, B, C wyznacza trajektoriq w pI‘Z()d iw ty}.
odwrdét. Dowiesé, ze w pewnym momencie zuk wréci do punktu, Jest skoniczenie wiele takich tr(’)jek, WiQC musza SiQ one

z ktérego rozpoczat wedréwke.

powtarzaé¢. Fragment trajektorii miedzy dwoma kolejnymi

844. Wyjasnié¢, czy istnieje liczba pierwsza p, dla ktérej suma powt(’)rzeniami pewnej tréjki A, B7 C zawiera zatem Wszystkie
P3P+ 4+ (2p—-1)" wierzcholki poczatkowego fragmentu wedréwki (do pierwszego

jest szedcianem liczby naturalej.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
837 (WT = 2,15) 1 838 (WT = 2,24)

z numeru 3/2022
Marek Spychala Warszawa 46,76
Kacper Morawski Warszawa 43,56
Michal Adamaszek Kopenhaga 41,76
Krzysztof Maziarz ~ Krakéw 40,67

Pawel Najman Krakéw 38,88
Jerzy Cisto Wroctaw 37,05
Adam Woryna Ruda SI. 36,14
Stanistaw Bednarek Lo6dz 35,50
Marcin Kasperski Warszawa 35,34
Tomasz Wietecha Tarnéw 34,92

Radostaw Kujawa Wroclaw 33,74

Pan Marek Spychala — juz po raz czwarty.

wystapienia A) — w tym wierzcholek O.

844. Odpowiedz: nie istnieje. Dowdd: oznaczmy rozwazang sume przez Sp:
P P
Sp=> (2k—1)P = (2p+1-2k)".
k=1 k=1
So = 10 nie jest szescianem. Dalej przyjmujemy, ze p jest nieparzysta liczba
pierwszg. Przeksztalcamy 2S5, modulo p>:

25, = i((%—l)” + (2p+1—2k)p> =
k=1
= é((zk—m - <§> (2p)2(2k—1)P~2 + @) (2p)(2k—1)P~1 — (ﬁ) (2k—1)?> -
= i<fp(p71) - 2p?(2k—1)P"2 4 p- 2p(2k:71)p71>.
k=1

Dzielimy przez 2 (wolno, wobec nieparzystosci p) i otrzymujemy
S,=p* A, +p*-B, (modp?)

dla liczb catkowitych
p

P
Ap=(1-p)> (k-1 B,=> (2k-1)"
k=1 k=1
Na mocy malego twierdzenia Fermata (2k —1)?~! =1 (mod p), gdy
k#((p+1)/2 (1<k<p). Stad B, =p—1 (mod p), co pozwala przepisaé
uzyskane przedstawienie S, jako
S,=p*A, +p*(p—1) (mod p?).
Suma S, dzieli si¢ wigc przez p, ale nie przez p*. Wobec tego nie jest szescianem
zadnej liczby calkowitej.

Uwaga. Witold Bednarek, autor zadania (i podanego rozwiazania), zauwaza, ze
Sp nie jest potega zadnej liczby naturalnej o wyktadniku naturalnym wiekszym
od 2 (to samo rozumowanie) i stawia pytanie, czy S, jest (dla jakiejkolwiek
liczby pierwszej p) kwadratem liczby naturalnej.
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Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 744, 745

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

744. 7 pémocnego bieguna Ziemi chcemy wystrzeli¢ pocisk balistyczny

i

l

(poruszajacy sie pod wpltywem sily ciezkosci), ktory trafi w punkt na réwniku,
| nadajac mu najmniejsza mozliwa predkosé¢ poczatkowa. Znalezé wartosé

tej predkosci oraz kat, pod ktérym nalezy oddaé¢ wystrzal. Opory ruchu

Termin nadsylania rozwiazari: 31 XII 2022

zaniedbujemy, przyjmujemy, ze Ziemia jest jednorodna kula o promieniu R.

745. Dhugi cienki pret porusza si¢ ze stalg predkoscig wzdtuz swojej osi.
Obserwator znajduje sie w duzej odleglosci od osi. W chwili, gdy promieri
skierowany na srodek preta utworzyl kat a z kierunkiem jego ruchu, widziana
dlugos¢ preta okazala sie réwna jego diugosci spoczynkowej. Znalezé predkosé

preta.

Przypominamy tres¢ zadan:

Rozwigzania zadan z numeru 6/2022

740. Gdy pocisk wystrzelony pionowo do géry rozrywa si¢ w najwyzszym punkcie toru, to
rozpada si¢ na bardzo duzo odlamkéw lecacych réwnomiernie we wszystkie strony z predkoscia
poczatkowa vg. Taki sam pocisk lecacy pionowo w dét rozrywa sie na wysokosci H nad ziemia

R, i w chwili rozerwania ma predkosé u. Kiedy odtamki beda pada¢ na ziemie¢ z najwigksza czestoscia?

741. Na nieruchome, plaskie zwierciadlo o masie m pada prostopadle do jego powierzchni plaska

hy fala swietlna o energii Wy. Znalezé predkosé kornicowa zwierciadta i energie odbitej od niego fali.

Rozwazy¢ przypadki graniczne, gdy energia fali padajacej jest duzo wigksza oraz duzo mniejsza od

energii spoczynkowej zwierciadla.

740. Po rozerwaniu w chwili ¢ = 0 srodek masy
uktadu opada w dét z przyspieszeniem g i predkoscia
poczatkowa u, a w ukladzie srodka masy odtamki
znajduja sie na sferze rozszerzajacej sie z predkoscia vg.

Rozwazmy przedzial czasowy t1 < t < to, gdzie t; jest
czasem spadania na ziemie pierwszego odlamka, a t,
to czas, po ktérym spada odlamek ostatni. W chwili ¢
promien sfery wynosi R; = vgt, a droga, jaka przebyl
srodek sfery, |AO| = ut + gt?/2 (zobacz rysunek).

Na ziemi leza odlamki, ktére bytyby roztozone na
powierzchni wycinka sfery o wysokosci

hi = Ry — (H — |AO|) = vot — H + ut + gt* /2.
Ich masa to
m(t) = 2 Rihymo /(47 R,?) =
= mo|[(u + vo)/2vo + gt/4vo — H/2vot],
gdzie my jest masa wszystkich odlamkéw (masa
pocisku).

Szukana czestos¢ padania odlamkéw jest pochodna
funkeji m(t):

dm/dt = mog/4vo + moH /2uot?.
Wartosé tej pochodnej jest najwieksza, gdy t = t;.
Odlamek, ktory pierwszy spada na ziemie,
ma w punkcie A predkos$é u + vg, zatem
H = (u+vg)t; + gt1%/2. Stad szukany czas

tr = [\/29H + (u+v0)”* = (u+10)]/g.

Kazdy moze nadsyla¢ rozwigzania zadain z numeru n w terminie
do korica miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan
z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez
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741. Oznaczajac przez Wi energie fali odbitej od
zwierciadla, a przez v predkosé uzyskang przez
zwierciadlo, mozemy zapisaé zasade zachowania energii:

Wo +mc? = Wi +me?//1 —v2/c2,

oraz zasade zachowania pedu:

Wo/c=—-Wi/c+ mo/\/1—0v2/c2.

Rozwiazujac ten uklad réwnan, otrzymujemy:
(1) v =c[(1+2Wo/mc*)* —1]/[(1 + 2Wo/mc?)” + 1],

(2) W1 = Wo/(1 4 2Wy/mc?).

7 réwnania widag, ze energia fali odbitej nie moze
przekroczy¢ polowy energii spoczynkowej zwierciadia,
niezaleznie od energii fali padajacej: Wy < mc?/2. Zatem
im wiegksza jest energia fali padajacej, tym wicksza czesé
tej energii jest przekazana zwierciadlu. Gdy Wy > mc?,
praktycznie calg energie fali przejmuje zwierciadto.

W przypadku nierelatywistycznym, gdy Wy < mc?,
réwnania i (2) mozemy uproscic:

v/c = 2Wy/me*, Wy = Wo(1 — 2Wy/mc?).

Zatem w tym przypadku fala prawie w calosci zostaje
odbita od zwierciadla, przekazujac tylko nieznaczna
cze$é swojej energii. Zwierciadlo mozna efektywnie
rozpedzi¢ tylko wtedy, gdy energia fali padajacej jest
poréwnywalna z jego energia spoczynkowa.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

o0séb, ktére nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne czlonkostwo — to tytut Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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