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Rys. 1. r-otoczki elipsy dla réznych r

Rys. 2. Kolo rowerowe toczone po
nieréwnym terenie

RO

o

=

Rys. 3. Oznaczenie kata obserwacji

OdpowiedZ na drugie pytanie brzmi: na dwoje babka wroézyta. Polecam
Czytelnikowi naszkicowaé sobie r-otoczki wybranej elipsy dla réznych wartosci r.
Okazuje sie, ze dla matych r > 0 figura ta przypomina pierécien o gltadkim brzegu
— studenci matematyki ucza si¢ nawet twierdzenia o otoczeniu tubularnym,
ktorego jest to szczegdlny przypadek. Dla wiekszych r brzeg przestaje byé
gladki po swojej wewnetrznej stronie — powstaja kanty podobne do tych, ktore
nauczono mnie kiedy$ rysowaé (rys. 1). Dobrze wiedzieé, Ze nie zylem w bledzie!

Fenomen powstawania takich kantow jest znany wszystkim amatorom jazdy
rowerem. Wyobrazmy sobie, ze kolo o promieniu r toczymy po podlozu

w ksztalcie elipsy — tor érodka kola wyznacza wtedy zarys r-otoczki elipsy.
Oczywiscie po zewnetrznej stronie elipsy koto jedzie gladko. Gdy jednak
toczymy je po stronie wewnetrznej, bywa réznie: odpowiednio duze koto
moze ,zaklinowaé sie” przy koncach dlugiej osi (punkt styku kota z podlozem
robi wéwczas skok). Z tego tez powodu rowery o mniejszych kotach lepiej sie
sprawdzaja w nieréwnym terenie.

Czytelnik znajacy pojecie krzywizny (o ktérej mozna przeczytaé¢ u Jerzego
Konarskiego w A%y) zapewne rozpozna, ze to krzywizna elipsy decyduje

o klinowaniu sie lub nie. Konkretnie: ze r-otoczka jest gtadka doktadnie wtedy,
gdy krzywizna jest wszedzie mniejsza od 1/r. W polaczeniu z informacja, ze
elipsa o poétosiach a, b ma krzywizne pomiedzy a/b? i b/a? (zaleznie od punktu,
w ktérym mierzymy), pomaga nam to rozstrzygnaé, kiedy obserwowany przez
nas obwarzanek wydaje si¢ mie¢ kanty. Ot6z jesli kierunek obserwacji jest
odchylony od osi torusa o kat « (jak na rys. 3), to elipsa o’ ma pélosie R

i Rcosa, a maksimum jej krzywizny wynosi Krytyczny kat a — powyzej

Rcos?2a*

. ktérego tracimy gladkosé — spetia wiec réwnoéé cos? o = -
Zadania
1. Wykazaé, ze jesli patrzymy na torus pod katem «, to dziure 4. Wykazaé, ze zewnetrzny zarys torusa — tj. ksztatt, od
widzimy doktadnie wtedy, gdy cosa < . ktérego zaczynamy rysunek — tak naprawde nigdy nie jest
2. Jaki ksztalt ma torus widziany z boku (czyli z kata «=90°)7 elipsa, z oczywistym wyjatkiem obserwacji pod katem a=0°.
3. Nasz rysunek torusa rézni si¢ nieznacznie od otrzymanej 5. W przypadku r > R powstaje ,torus” T z zaklejona,
otoczki elipsy, a mianowicie ,,uémiech” wystaje nieco poza dziurka, wiec jego dowolny rzut jest gladki. Czy oznacza to,

»czapeczke”. Jakie jest matematyczne uzasadnienie wystajacej ze sama bryta 7 ma gltadka powierzchnie?

czesci usmiechu?

Rozwigzania na str. 6.

Wuja stuchaé¢ bedziesz! Wojciech CZERWINSKI*

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Ssaki majg dos¢ dobrze rozwinigte
systemy intuicyjnego wyczuwania
pokrewienstwa po zapachu. Swietny
wyktad Roberta Sapolsky’ego ze Stanford
University na ten temat mozna obejrzec
tu: https://youtu.be/P388gUPSq_I|

Przeczytatem jaki$ czas temu w znakomitej ksigzce Jareda Diamonda The
World Until Yesterday, ze w pewnej kulturze tradycyjnej matym chlopcem
opiekuje sie raczej wuj (brat matki) niz ojciec. Uzasadnieniem tego zwyczaju
ma by¢ fakt, Ze ojciec nigdy nie jest pewny, natomiast wuj jako krewny ze strony
matki z pewnoscig dzieli z chtopcem wspdlne geny. Z pewnoscig zgodzitby sie

z taka teza Sienkiewiczowski Onufry Zagloba, ttumaczyl przeciez Rochowi
Kowalskiemu, Ze ,,gdzie ojca nie ma, tam, pismo moéwi, wuja stuchaé bedziesz...”.
Mimo wszystko trudno nie zapytaé¢ — czy taki zwyczaj faktycznie ma jakis sens?
A moze lepiej — kiedy taki zwyczaj mozna uzasadni¢ z genetycznego punktu
widzenia?

Wydaje sie ewolucyjnie korzystne, zeby chlopcem opiekowal sie mezczyzna,
ktory dzieli z nim mozliwie najwiecej gendéw. Taki mezczyzna jest najbardziej
podobny do chlopca, wigc moze mu przekazaé schematy zachowania najbardziej
adekwatne dla danego zestawu cech. Ale, co pewnie o wiele wazniejsze, taki
mezczyzna wyczuwa, ze jest z chlopcem spokrewniony (patrz uwaga na
marginesie). A zatem mozna sie spodziewaé, ze wyczuwajac to pokrewienstwo,
w wielu przypadkach bedzie okazywal chtopcu wiecej uwagi, co bedzie
oczywiscie korzystne. Mozna wiec zapytaé: w jakich sytuacjach nalezy zakladaé,
ze raczej wuj jest blizej spokrewniony z chlopcem niz ojciec? Latwo zauwazy¢, ze
takie zatozenie ma sens jedynie, jesli naprawde wiele dzieci nie jest genetycznymi
dzie¢mi swoich domniemanych ojcow. Troche dla intelektualnej rozrywki,

a troche dla préby zrozumienia tej tradycyjnej spotecznosci sprobujemy
wyznaczy¢ liczbe p taka, ze: je$li mniej niz dla frakcji p dzieci domniemany
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http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/geometria_rozniczkowa/2019/03/28/Geometria_rozniczkowa/
https://youtu.be/P388gUPSq_I
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Rozwigzanie zadania F 1055.

W duzej odleglosci od natadowanej kulki
pole elektryczne E pochodzace od
tadunku ¢ ma wartosé:

= qr
T drmegrd’
€0 oznacza przenikalnos¢ elektryczna
prézni. Pole to spowoduje polaryzacje
dielektryka drugiej kulki i wyindukowanie
w niej momentu dipolowego p o wartosci
proporcjonalnej do wartosci pola E :
p= oE.
Energia £ dipola p wyindukowanego
polem E w polu E wynosi £ = —p - E/2,

czyli
1

a _o

E=—-——FE" x .

2 r4
Poszukiwana sita F' jest réwna
. . = 5 :

gradientowi £: F = —VE x 1/r”, a wigc
k-krotne zwigkszenie r spowoduje
zmniejszenie sily przyciagania kulek
k® razy.
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Rozwigzanie zadania F 1056.

Po potlaczeniu kul przez drucik prad
bedzie ptynal dotad, az przeplyw tadunku
nie doprowadzi do wyréwnania
potencjatéw obu kul. Podczas przeplywu
pradu catkowity tadunek zgromadzony na
obu kulach pozostaje staly. Ladunki
zgromadzone poczatkowo na
przewodnikach wynosity: Q1 = 4megr1Uy,
Q2 = 4megraUsz. Po ustaniu przeplywu
pradu potencjaly obu kul beda réwne.
Przyjmijmy, ze w stanie koricowym na
kuli 72 zgromadzony jest tadunek @
(tadunek zgromadzony na cienkim druciku
jest zaniedbywalnie maly). Mamy:

Q @+ Q:-Q

Amegrs Amegry
Oznacza to, ze
Q= (Q1+ Q2)r2
N ritry

Podczas przeplywu pradu w druciku

wydzieli si¢ ciepto AE réwne réznicy

energii poczatkowej tadunkéw i ich energii

konicowej:

QU1 | QU2

2 2

_QUA (@1 +Q2— QU

5 =

AE =

+

‘ ; Uy + r2Uz)?
:27T60<7‘1er+7‘2U577<r1 1 + r2Us) )

1+ 72
Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy AE = 2,8uJ.

ojciec jest genetycznym ojcem, to wychowywanie chlopca przez wuja mozna
wytlumaczyé mechanizmami ewolucji.

W tym miejscu powinnidmy uécisli¢ nieco terminologie: ojcem bedziemy od tej
pory nazywaé faktycznego genetycznego ojca dziecka, natomiast domniemanym
ojcem bedziemy nazywaé meza matki, czyli cztowieka, ktéry moze byé lub nie
by¢ genetycznym ojcem. Zakladamy, ze matka zawsze jest pewna, bo urodzita
dziecko i dzieci nie sa podmieniane po urodzeniu. Zaktadamy réwniez dla
uproszczenia, ze w rozwazanej spolecznosci zawsze istnieje domniemany ojciec,
co wydaje sie dosy¢ naturalnym zalozeniem.

Dla obliczenia, ile $érednio procent genéw chlopiec ma wspdlnych

z domniemanym ojcem, a ile z wujem, bedziemy stosowaé nastepujacy model,
ktory jest zreszta bardzo bliski rzeczywistosci. Zakladamy, ze dziecko otrzymuje
dokladnie potowe swoich genéw od matki i doktadnie polowe swoich genéw od
ojca. To, ktére geny matki i ojca odziedziczy dziecko, jest losowe, czyli pewna
losowo wybrana polowa genéw matki jest przekazywana dziecku, podobnie
dzieje sie z genami od ojca. A zatem dziecko dzieli zawsze 50% genéw z matka
i 50% genéw z ojcem. Mozemy w pewnym uproszczeniu my$leé, ze kazdy gen
rodzica jest z prawdopodobienstwem 50% przekazywany dziecku i ze dla kazdego
genu jest to losowane niezaleznie. Nim zajmiemy sie¢ bardziej skomplikowanymi
pokrewienstwami, obliczmy najpierw, ile genoéw dzieli pomiedzy soba rodzenstwo.
Jedli Ania i Bartek sg rodzenstwem, to wsréd genéw Ani odziedziczonych

po matce srednio 50% jest wspélnych z Bartkiem oraz wéréd genéw Ani
odziedziczonych po ojcu $rednio réwniez 50% jest wspdlnych z Bartkiem.

A wiec rodzenistwo dzieli §rednio 50% swoich genéw. Co ciekawe, o ile ze swoimi
rodzicami dzielimy zawsze dokladnie 50% gendéw, to z rodzenstwem dzielimy
$rednio 50% gendw, ale mozemy dzieli¢ mniej (powiedzmy 45%) lub wiecej
(powiedzmy 55%). A ile genéw dzieli miedzy soba przyrodnie rodzenstwo?
Srednio 25%, bo jest to $rednio polowa genéw pochodzacych od wspélnego
rodzica, a te od drugiego rodzica sa rézne.

Liczac pokrewienistwo z domniemanymi ojcem i wujem, przyjrzyjmy sie najpierw
przypadkom skrajnym. W spoteczenstwie, w ktérym domniemany ojciec to
zawsze genetyczny ojciec, chlopiec dzieli zawsze 50% genéw z domniemanym
ojcem, 50% gendéw z matka, a wiec 25% gendéw z wujem (skoro matka i wuj
sa rodzenistwem, to dziela 50% genéw). Z kolei w spoleczetistwie, w ktérym
domniemany ojciec nigdy nie jest genetycznym ojcem, chlopiec oczywiscie
dzieli 0% genéw z domniemanym ojcem. W takim spoteczeristwie natomiast
chlopiec dzieli 12,5% genéw z wujem: istotnie, chlopiec dzieli 50% genéw ze
swojg matka, a ta dzieli 25% gendéw ze swoim przyrodnim bratem, czyli wujem
chlopca (pomijamy tu malo prawdopodobny przypadek, ze matka i wuj maja
tego samego ojca, ktéry nie jest ich domniemanym ojcem). Widaé wiec, ze
w zaleznosci od tego, dla ilu procent dzieci ich domniemany ojciec jest ich
genetycznym ojcem, blizej spokrewniony moze byé¢ albo domniemany ojciec,
albo wuj. Niech p € [0, 1] oznacza frakcje dzieci, dla ktérych domniemany
ojciec to ojciec. Chlopiec dzieli wiec $rednio p/2 swoich genéw z domniemanym
ojcem. Chlopiec dzieli tez 50% genéw ze swoja matka. Jedli matka oraz
wuj maja wspélnego ojca (co jest prawda z prawdopodobienistwem p?), to
dzielg 50% gendéw, natomiast jesli nie, to jako przyrodnie rodzenstwo dzielg
25% gendéw. A wiec matka dzieli érednio ze swoim domniemanym bratem
frakcje 1/4 + p?/4 genéw, co oznacza, ze $rednio chlopiec dzieli frakcje
1/2-(1/4+p?/4) = 1/8 + p?/8 genéw z wujem. A wiec zeby wuj byl érednio
bardziej spokrewniony z chtopcem niz domniemany ojciec, musi zachodzi¢
1/8 + p?/8 > p/2, czyli innymi stowy p? — 4p + 1 > 0. Réwnanie 22 — 42 +1 =10
rozwiazujemy, obliczajac A = 16 — 4 = 12, a wiec mamy

e {(4+V12)/2,(4 - V12)/2} = {2+ V3,2 — V3}.
Poniewaz p € [0, 1], to dostajemy p < 2 — /3 < 0,268, czyli dla co najwyzej
26,8% dzieci ich domniemany ojciec byt ich ojcem genetycznym. Czy tak

~byto naprawde w tej spotecznosci — trudno powiedzieé, ale to najlepsze

wyttumaczenie, jakie zdolalem znalezé. Matematyka, ktérej uzylismy, jest
stosunkowo prosta, ale, jak widac, i taka czasem warto zastosowaé dla ciekawych
moim zdaniem wnioskéw na temat Swiata, w ktérym zyjemy.
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	Wuja słuchać będziesz!

