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Rozwigzania zadan z artykulu

Czy dobrze rysuje obwarzanki?

1. Dziury nie widzimy dokladnie wtedy,
gdy r-otoczka elipsy o’ wypelnia cale jej
wnetrze, co z kolei ma miejsce, jesli r jest
nie mniejsze od krétszej poétosi o’. Elipsa
ta ma poélosie dlugosci R i R cos «, wiec

otrzymujemy warunek r > R cos «.

2. W takim przypadku plaszczyzna
rzutu P jest prostopadla do plaszczyzny
okregu o, wigc obserwowany obraz o jest

odcinkiem. A r-otoczka odcinka ma

ksztalt paréwki — prostokata
zakoriczonego pétkolami.

3. Punkty po przeciwnych stronach

»wystajacej czeéci usmiechu” leza na

rysunku blisko siebie, ale odpowiadajace
im punkty na wlasciwym torusie sa
daleko. Chodzi o to, ze jedna cze$¢ torusa

niejako zastania nam druga.

4. Nalezy uzasadnié, ze zewnetrzny zarys

r-otoczki o’ nie moze byé elipsa.

Przyjmijmy, ze elipsa o’ ma pétosie a > b.
Wéwczas od wewnegtrznej strony toczy sig

L. . L2
po niej bez uskokéw kolo o promieniu =-.
Po jej r-otoczce toczy si¢ wigc koto

. . L 2
o r wigksze, czyli o promieniu r + % -

najlatwiej to zauwazy¢, taczac dwa takie
kotla na sztywno i toczac razem (jedno po

elipsie, drugie po otoczce, jak n

a

rysunku). Z drugiej strony, gdyby ta

r-otoczka byla elipsa, to musiataby mieé

potosie a + r i b+ r, wiec najwicksze

toczace si¢ kolo mialoby promien
Ta warto$é jest jednak ostro mniejsza od

2
r+%.

5. Nie wynika — w dwéch punktach na osi
»torusa” powstaja wkleste dziébki. Taki

(b+1)?2

a+r

»torus” nadal jest brylg obrotowa, wiec

dziébki latwo zobaczyé w przekroju

dowolng plaszczyzng zawierajaca os.

z

Na I etapie XX VI Olimpiady Informatycznej pojawilo sie zadanie o mniej wiecej
takiej tresci:

Zadanie. Dla liczby naturalnej N < 10'® wypisaé stowo o dokladnie N réznych
podciagach i nie wiecej niz 1000 znakach.

Stowem jest tu dowolny ciag znakéw, zasd jego podcigg to dowolny ciag, ktory
mozemy dostaé, usuwajac z naszego stowa pewne znaki, nie zmieniajac przy tym
kolejnosci pozostatych.

Dla wyrobienia sobie intuicji przed wyruszeniem w dalsza wedréwke przedstawie
kilka przykladéw. Pojedyncza litera ,,a” ma dwa podciagi — siebie sama oraz
slowo puste, czyli ,,” (bedziemy je oznaczaé przez 0). Stowo ,baca” ma ich juz 14
— w kolejnoéci leksykograficznej sg to: 0, a, aa, ac, aca, b, ba, baa, bac, baca, bc,
bca, ¢, ca. Musimy uwazaé, by podciagdéw nie myli¢ z pojeciem, ktore nazywa
sie czasem podstowamsi badz po prostu podciagami spojnymi, dla ktérych znaki
brane do podciagu musza tworzyé¢ spdjny fragment stowa. Zerkajac na nasz
przyktad — chociazby ,bc” jest podciagiem, ale juz nie podstowem, stowa ,,baca”.

Wréémy do naszego zadania. Informatycy rozwiazali je informatycznie. Ja tak
nie umiatem, wiec wymyslitem inny sposéb — zajatem si¢ stowami zawierajacymi
tylko dwa rézne znaki A, B (i tylko takie bedziemy rozwazaé¢ w tym artykule).

Definicja. Dla dwéch wzglednie pierwszych liczb a,b > 1 niech slowo gen(a, b)
bedzie zdefiniowane w nastepujacy, rekurencyjny sposob:

0, jesia=0b=1,
gen(a,b) = ¢ Aogen(a —b,b), jedlia >0,
Bogen(a,b—a), jeslib> a,
gdzie o oznacza konkatenacje (czyli zwykle zlaczenie) stéw.

W pewnym sensie stowo gen(a,b) jest zapisem algorytmu Euklidesa dla liczb a

i b — w kazdym momencie zapisujemy, od ktérej z liczb jest odejmowana druga.
Dla przykladu gen(11,7) to ABABB — dostajemy kolejno pary (4,7), (4,3), (1,3),
(1,2) oraz (1,1), na ktérej proces sie konczy. Warto w tym momencie zwrécié
uwage, ze przedstawiona procedure mozna odwrocié: majac dowolne stowo
dwuliterowe, mozemy, czytajac je od konca, dojs¢ do generujacej to stowo pary
liczb wzglednie pierwszych. Na przyklad dla stowa BABA mamy

1L,)A 21323863 259,
skad gen(5,8) = BABA.

Moze nie by¢ jasne, do czego slowa gen(a, b) beda nam w ogdle przydatne, ale
pokazuje to nastepujaca wlasnosé:

Twierdzenie 1. Slowo gen(a,b) ma dokladnie a + b — 1 podciggéw. Ponadto
doktadnie a — 1 z nich zaczyna sie od A, zasb—1 od B.

Dowdd. Pierwsze zdanie wynika z drugiego, ktére znowuz jest symetryczne —
wystarczy wiec, ze pokazemy cze$é o liczbie podciagdéw zaczynajacych sie od A.
Dowodzimy indukeyjnie po dlugosci gen(a, b), dla stowa pustego nietrudno

to sprawdzié. Jesli b > a, to gen(a,b) ma na poczatku B, i usunigcie tej litery
nie zmieni liczby podciagdéw zaczynajacych sie od A, pozostawi za$ stowo
gen(a,b — a), ktére ma ich dokladnie a — 1 z zalozenia indukcyjnego. Jesli zas

a > b, to pierwsza litera gen(a,b) jest A. Kazdy podciag zaczynajacy sie od A
mozna zapisaé tak, by sktadat si¢ z tej wladnie pierwszej litery oraz jakiejs
pozostalej czedei — ktéra, jako iz gen(a,b) = A o gen(a — b, b), bedzie podciagiem
gen(a — b, b). Ich jest za$, z zalozenia indukcyjnego, (a —b) +b—1=a — 1, czyli
doktadnie tyle, ile chcemy. O

A zatem nasze zadanie ma bardzo proste rozwiazanie — dla danego N wybierzmy
dowolne a wzglednie pierwsze z N + 1 i zapiszmy gen(a, N + 1 — a). I to prawie
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wszystko. Prawie, bo musimy zatroszczy¢ sie jeszcze o dtugo$é stowa, co w teorii
jest trudniejsze niz w praktyce — da si¢ wykazaé, ze wiekszos¢ stéw otrzymanych
w ten sposéb ma dlugo$é O(log N loglog N), ale dowdd jest bardzo trudny.

Teraz jednak rozejrzyjmy sie po nowych mozliwosciach, jakie otwiera przed nami
powyzsze twierdzenie. Wprowadzmy garsé oznaczen: P(s) bedzie oznaczalo

po prostu liczbe podciagéw stowa s. PA(s) oraz PB(s) beda oznaczaty liczbe
podciagéw slowa s zaczynajacych sie odpowiednio od A i od B, za$ gdy
bedziemy zapisywali litere w indeksie dolnym: Pa(s) i Pg(s), bedziemy zliczali
podciagi konczace sie na odpowiednia litere — we wszystkich tych przypadkach
wliczamy stowo puste. Nasze twierdzenie mozemy teraz zgrabnie zapisaé

jako PA(gen(a,b)) = a. W ten sposéb dostajemy bijekcje miedzy stowami

o N podciagach a elementami Z}, , |, czyli resztami z dzielenia przez N + 1
wzglednie pierwszymi z N 4+ 1. W jedna strone jest to PA(-), w druga zas

a+— gen(a, N + 1 — a). Za darmo dostajemy wiec, ze stéw o N podciagach
zawierajacych co najwyzej dwa rézne znaki jest doktadnie (N + 1).

Przyktad dla N = 8:
1 <+ gen(1,8) = BBBBBBBB
2 <> gen(2,7) = BBBA
4 <> gen(4,5) = BAAA
5 <> gen(5,4) = ABBB
7 <> gen(7,2) = AAAB
8 «» gen(7,2) = AAAAAAAA

Majac dane stowo s, mozemy zapisa¢ je od tylu i dosta¢ §. Mozemy takze
zamieni¢ wszystkie litery A na B i vice versa — powstale tak slowo oznaczymy
przez s*. Ostatnia opcja jest wykonanie obu tych operacji naraz; rezultat
bedziemy oznaczali przez 5. Wszystkie te dzialania, jak nietrudno zauwazy¢,
zachowuja liczbe podciagéw slowa — te symetrie muszg zatem odpowiadaé
pewnym symetriom Z3,_ ;. Nie jest trudno zauwazy¢, ze jesli s = gen(a, b),

to s* = gen(b, a), ta sytuacja nie jest wiec az tak skomplikowana. Okazuje sie,
ze i w drugim przypadku odpowiednia symetria nie jest trudna do zapisania.

Twierdzenie 2.

PA(s)PA(B) =1 (mod N +1).

Dla przyktadu: dla naszego wczesniej wspomnianego stowa s = ABABB =

= gen(11,7), zapisujac je od tytu, dostaniemy BBABA = gen(5, 13). Te stowa
odpowiadaja resztom, odpowiednio, 11 i 5. Mamy 11 -5 =1 (mod 18), a zapisujac
inaczej: 1171 =5 (mod 18). Zatem odwracanie w znaczeniu potocznym

i liczbowym jest, w pewnym (dziwnym) sensie, tym samym.

Palindrom to stowo, ktére wyglada tak samo od przodu
jak i od tylu. Poprzedni fakt daje nam dobry opis takich
stéw — odpowiadaja resztom w Z};, |, ktére podniesione
do kwadratu daja 1. W ten sposob na przyktad dowiemy
sie, ze kazde stowo binarne o 23 podciagach jest
palindromem, i nie tak trudno pokazac, ze to najwiecksza
liczba o tej wlasnosci. Prawdopodobnie wydawatoby
nam si¢ to zaskakujace, gdyby$my ustyszeli o tym fakcie
przed rozpoczeciem lektury niniejszego artykutu, ale
teraz juz domyslamy sig, ze jest to spowodowane tym,
ze kazda odwracalna reszta modulo 24 podniesiona do
kwadratu daje reszte 1.

Podobnie antypalindromem nazwiemy takie stowo s, ze
5 =5 — po odwrdceniu go oraz zamianie liter A na B i wice
versa dostaniemy wyjsciowe stowo. Takimi stowami sg na
przykiad AABB czy ABBAAB. Nietrudno zauwazy¢, ze
kazdy antypalindrom ma parzysta liczbe liter — inaczej
bylby problem ze $srodkowsg z nich — i ze mozemy go
zapisaé jako s = tot.

Potrzebujemy jeszcze jednej obserwacji: jak wyglada
liczba podciagéw ztaczenia dwéch stow? Odpowiedz na
to pytanie wyraza ponizszy wzoér:

P(sot) +1=Pa(s)PB(t) + Pg(s)PA(t).
Dowdd opiera sie na przesuwaniu liter z t do s po kolei
i pokazaniu, ze prawa strona nie zmienia si¢ przy tej
operacji (co mozna zrobié, bo wiemy juz, jak zmienia sie
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liczba podciagéw odpowiedniego typu po dodaniu jednej
litery).

Czas na final. Wezmy dowolng liczbe pierwsza p
postaci 4k 4+ 1. Wiemy juz, ze istnieje dokladnie
p — 1 stéw binarnych o doktadnie p — 1 podciagach.
Mozemy pogrupowaé je w czworki {s,s*,5,5}. Taka
czwoérka moze sie zdegenerowad, jesli ktéres dwa z tych
stéw sa takie same, ale s # s*, czyli s do tego celu
musiatoby by¢ palindromem albo antypalindromem.
Palindromy mamy tylko dwa, tworzace jedna pare:
A...AiB...B, oba po p— 2 liter. Istotnie, palindromy
odpowiadaja rozwigzaniom réwnania z? = 1 (mod p),
czylip| (x — 1)(z + 1) — jedyne opcje to z = 1 lub

= —1 (mod p).

W takim razie, poniewaz wszystkich stéw jest 4k, dla
zachowania podzielnosci przez 4 musimy mieé jeszcze co
najmniej jedng zdegenerowana czworke, odpowiadajaca
s bedacemu antypalindromem. Taki antypalindrom
mozemy zapisa¢ jako s =t ot, i ze wzoru powyzej
dostajemy

p = Pa(t)PE(®) + Pe()PA(t) = Pa(t)® + Pa(t)?,

co oznacza, iz p jest sumag dwdch kwadratow.
Nie jest to moze ani oryginalny, ani niespodziewany

wynik, ale ciekawe, ze mozna go otrzymac¢, wychodzac
od czysto kombinatorycznych rozwazan.
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