List do redakcji: Jak rysowaé styczne do krzywej 3 + y? = 1

Bardzo lubie Delte (chociaz nie wszystko w niej). Na przyklad podobal mi sie
artykul z Delty |6/2017: Z sama linijkqg na okrgg. Lektura tego tekstu bardzo
mnie wciagnela i zainspirowala. Wiem na przyklad, ze okregi, o ktérych jest tam
mowa, moga byé opisane réwnaniami typu z2 + y2 = 1. I profesor Kordos pieknie
pokazuje konstrukcje stycznych do takiego okregu, przechodzace przez uprzednio
zadany punkt. Ale w swoim liScie przedstawie metode rysowania stycznej do
krzywej K danej réwnaniem 22 + y? = 1 w danym punkcie P € K i prosze,

aby mnie poczyta¢. W tym celu najpierw pokazuje na rysunku obok, jak taka
krzywa w ogdle wyglada (prosze na razie nie przejmowaé sie zaznaczonymi

tam punktami, opisze je pdzniej). Widaé, ze jest ona symetryczna wzgledem
osi poziomej, gdyz jesli (x,y) € K, to (x, —y) tez spetnia réwnanie 23 + y% = 1,
czyli rzeczywiscie (x, —y) € K. Dalej czesto bedzie tak, ze oprécz punktu Z na
plaszczyznie rozwazam réwniez punkt do niego symetryczny wzgledem osi OX
— bede go oznaczaé symbolem Z’. Przechodze teraz do konstrukeji stycznej do
krzywej IC w punkcie P € K. Wybieram najpierw punkt @ € I, dbajac tylko o to,
aby @ # P: to chyba moge, bo na krzywej jest nieskonczenie wiele punktéw?
Teraz moge poprowadzi¢ prosta PQ i wlasnie to robie. Przecina ona krzywa KC
jeszcze w trzecim punkcie, nazwe go R. Na mocy wstepnej obserwacji réwniez
R’ € K. Prowadze teraz prosta PR’ (jak nie mam pecha, to R’ # P) i litera S
oznaczam trzeci punkt przeciecia tej prostej z krzywa K. Teraz dla odmiany
prowadze prosta S’Q’. Trzeci punkt przeciecia prostej S’Q’ (o ile dalej szczescie
mi sprzyja, to raczej S’ # Q') z krzywa K oznaczam przez T. Ja uwazam teraz,
ze prosta TP jest szukana styczna do K w punkcie P i dlatego tak dokladnie
opisatem swoja droge.

Tez styszalem, ze matematycy potrafiag udowodnié, ze taka konstrukcja jest
zawsze poprawna, albo pokazuja, ze w pewnych przypadkach nie dziala. Ale

w to drugie to watpie. Takoz watpie w sugestie zawarte w artykule pana
Mariusza Skalby Liczby pierwsze jako niewiadome, réwniez z Delty |6/2017

(na lewo od artykulu Marka Kordosa). Ja preferuje taka matematyke, ze mozna
sobie co§ wyobrazi¢ i ewentualnie dorysowad, a nie taka, ze nic si¢ nie dzieje i sa
tylko réwnania i wzory. Ale jak zobacze, o co chodzi w tych réwnaniach, to moze
co$ dorysuje i odezwe sie do Panstwa.

Na razie pozostaje z szacunkiem dla prawej matematyki

Jan DOCIEKLIWY

Odpowiedz Mariusza Skaltby

Z duzym zainteresowaniem przeczytatem Pana list
i uznalem, ze powinienem si¢ do niego ustosunkowac.
Tym bardziej ze naczelng dla mnie zasada jest
poszanowanie réznorodnoéci gustéw — réwniez
matematycznych. Nic na to nie poradze, ze nie
podoba sie Panu méj artykul, ale sprébuje naswietlié¢
przedstawiony w nim problem z nieco innej strony.
W rzeczonym tekscie tytulowe liczby pierwsze p, q sa
niewiadomymi w réwnaniu diofantycznym
(1) P24 =—1.
W zamieszczonej tam tabelce przytoczytem przykltadowe
cztery pary liczb pierwszych, ktore spelniajg to
rownanie — najwigksza z nich to:

p = 19175002942688032928599,

q = 13558774610046711780701.
Przyzna Pan, ze te liczby sa duze — to pozywilo moja
naiwnosé i sklonito do sformulowania hipotezy, ze
réwnanie ma nieskonczenie wiele rozwigzan
w liczbach pierwszych p,q. W pewnym sensie
,dorysowalem” dalsza cze$é¢ tabelki rozwiazan, ale ta
ekstrapolacja nie musiata sie¢ Panu spodobaé. Musze

20

szczerze wyznaé, ze gdy spojrzalem na te tabelke

z innej perspektywy, to i mnie wydala si¢ ona marna

i nieobiecujaca. Ja nie z tych, co dorysowuja, ale chetnie
co$ dopowiem.

Problemy, w ktérych wystepuja liczby pierwsze,

sg czesto bardzo trudne. Tak trudne, ze nie ma
systematycznych metod ich badania. Dlatego czasem
stosuje sie namiastki $cisltych metod, czyli tak zwane
heurystyki. Nie maja one szlachetnego statusu twierdzen
matematycznych, pozwalaja jednak na uksztaltowanie
intuicji i oczekiwan wobec badanego matematycznego
problemu — przy pelnej §wiadomosci, ze ostatecznie
intuicje te moga okazac sie bledne. Jest wéréd nich
heurystyka nastepujaca:

Zalozmy, Ze ciqg liczb naturalnych xq,x2, ... spelnia
warunek:
1
2 < 00.
2) nZ::l log x,

Wowczas w ciggu tym wystepuje co najwyiej skonczenie
wiele liczb pierwszych.


http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/planimetria/2017/05/26/Z_sama_linijka_na_okrag/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_liczb/2017/05/26/Liczby_pierwsze_jako_niewiadome/
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Rozwigzanie zadania M 1722.
Pokazemy, ze jesli n jest parzyste, to
wielokat F nie jest zbalansowany.

n
Przekatna A A,,, gdzie m = 5 + 1, dzieli

wielokat na dwa wielokaty:
Hi=A1As. .. Ap i

Hy = ApApgr ... Ay Ay Punkt P nie
moze lezeé¢ na przekatnej, gdyz B1 # Ap,.
Jedli P lezy wewnatrz Hs, to punkty

By, Bs, ..., B, lezag na m — 1 odcinkach
bedacych jednoczesnie bokami wielokatéw
F i Hy, zatem ktéry$ z bokéw F zawiera
dwa punkty B; — sprzecznos¢.
Nastepujacy rysunek pokazuje, ze
dziewigciokat wypukly nie musi by¢
zbalansowany, gdyz punkt P powinien
znalezé sie¢ w czesci wspolnej trzech
narysowanych tréjkatow.

O blednosci przypuszczenia Fermata
wiedzial juz Euler, ktéry udowodnit
ztozonos¢ liczby Fy. Pisal o tym Wojciech
Guzicki w A3,

Najpierw kilka stéw uzasadnienia, a wlasciwie zaledwie motywacji, bo to tylko
heurystyka, a nie twierdzenie matematyczne! Na kazdym porzadnym kursie
rachunku prawdopodobienstwa doéé¢ szybko pojawia sie twierdzenie zwane
czasem lematem Borela—Cantellego.

Lemat. Jesli cigg zdarzen A, ma te wilasno$é, ze
oo

(3) > Pr(A,) < o,
n=1

to z prawdopodobienstwem 1 zachodzi tylko skoriczenie wiele sposrdd nich.

Roéwniez obowiazkowo na kazdym wykladzie uniwersyteckim z teorii liczb
pojawia sie (niekoniecznie z dowodem) trudne i wazne twierdzenie o liczbach
pierwszych:

Twierdzenie. Jezeli w(x) oznacza liczbe liczb pierwszych w przedziale [2, x|, to:

m(x)
zoo x/logx

~Wyprowadzimy” teraz z obu powyzszych prawdziwych twierdzen

matematycznych nasza heurystyke. Niech mianowicie A,, oznacza ,zdarzenie”,

ze T, jest liczba pierwsza. Oczywiscie jest to wielkie udawanie, gdyz fakt bycia

liczba pierwsza nie ma nic wspoélnego z losowoscia, np. jesli xg = 67, to xg jest

liczba pierwsza, a jesli xg = 68, to nie. Ale brnijmy dalej! Poniewaz na podstawie

twierdzenia o liczbach pierwszych

m(r,) 1

T, | logwz,’
wiec na podstawie mamy i stad teza.

Pr(A,) =

Chyba najstynniejszym ,zastosowaniem” wyprowadzonej przez nas heurystyki
jest przypadek liczb Fermata:
F,=2" +1.
Zalozenia heurystyki sa spelnione, gdyz
oo

- 1 1 1
ngl log(22" +1) < log 2 Z on <%

n=1

Tak wiec konsekwentnie wyszto nam, ze liczb pierwszych Fermata jest skoniczenie
wiele, co, jak powszechnie wiadomo, stoi w ostrej sprzecznosci ze stynnym
przypuszczeniem samego Fermata, ze ciag F), zawiera wylacznie liczby pierwsze!

Sprébujmy teraz zastosowaé heurystyke do naszego problemu. W tym celu
na rownanie spojrzymy ogdélnie i poszukamy jego wszystkich rozwigzan
w liczbach naturalnych p, q. Nieskonczenie wiele takich rozwiazan daja wzory

(4) Do+ V2= (1+V2)", gdzie n =1,3,5,...

i do$¢ tatwo wykazaé, ze uzyskujemy w ten sposéb wszystkie rozwiazania. Mamy
zatem

(1+V2)" + (1 —V2)"
Pn = 9 )

(L+v2)" — (1= Vo)
qn = ,n=13,5,...

2V2

Niech teraz B,, oznacza ,zdarzenie”, ze obie liczby p,, ¢, sa liczbami pierwszymi.
Szacujemy

(5)

1 1

Pr(B,) ~ —— ———.
H(Bn) logp, logqn

Skorzystaliémy jakby z ,niezaleznoéci” odpowiednich ,zdarzen”, ale jesli p,
jest liczba pierwsza, to raczej nie zwigksza to szansy na to, ze q, tez jest
liczba pierwsza. Tak wiec w powyzszym mozemy interpretowaé ~ w sensie <.
Ze wzoréw () dostajemy teraz

logpn = nlog(1+ v2), logg, ~ nlog(l+v?2),
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zatem ostatecznie dla pewnej stalej C'
1
> Pr(B,) < C'Zﬁ < 00,
n n

co na podstawie heurystyki pozwala wnioskowaé, ze réGwnanie ma tylko
skonczenie wiele rozwigzan w liczbach pierwszych p, q. By¢ moze w tabelce
reprodukowanej w artykule Liczby pierwsze jako niewiadome sa wszystkie
rozwiazania (7).

Jednak najwazniejsze pytanie, jakie sobie teraz zadaje, jest takie: Czy teraz
bardziej sie Panu podoba?

Na koniec odniose sie do Pana metody rysowania stycznych do krzywej
K : 23 +y? = 1. Zaczne od gratulacji: Ma Pan $wietna intuicje! Przedstawiona
przez Pana metoda nigdy nie zawodzi, a oto uzasadnienie.

Rozpatrywana krzywa x® + 32 = 1 jest eliptyczna. Ma to szalone konsekwencje.
Przede wszystkim pozwala okresli¢ sume dwéch punktéw P oraz () naszej
krzywej. Mianowicie, niech najpierw R oznacza trzeci punkt przeciecia

prostej PQ z krzywa IC. Okre$lamy

(6) POQ=FR,
uzywajac Pana oznaczen. Oczywidcie w przypadku ) = P zamiast prostej PQ

trzeba poprowadzié¢ styczna przez P. Ponadto do krzywej K dokladamy ,punkt
w nieskoniczonosci” oo, przyjmujac P@ oo = P oraz P@® P’ = oo dla kazdego P € K.

Uzywajac takiego dodawania punktéw, operacje z Pana instrukcji mozna
zakodowaé tak:

i rPreQ=r
POoR =5
Sl @ Ql — T/
To, ze TP jest szukana styczna, jest rGwnowazne rownosci:
PoP=T,
ktéra uzasadniamy, sumujac réwnoéei [1H3], gdyz dziatanie dodawania punktéw
na krzywej IC, okreslone przez @, jest przemienne, w cudowny sposéb laczne
i dopuszcza skracanie!

Jesli powyzsza odpowiedZ zainteresowala Pana tematem krzywych eliptycznych,
polecam Panu artykul Tomasza Kazany Krzywe eliptyczne w kryptografii z Delty

8/2018. Tymczasem dzigkuje za Paniski list i zycze wiele radosci z odkrywania

matematyki.

Niebo we wrzesniu

We wrzeéniu Storice kontynuuje szybka wedréwke na
potudnie, obnizajac przez 30 dni miesiaca wysokoéé
swojego gérowania o ponad 11°. Przelozy sie to na
wydluzenie czasu trwania nocy o prawie 100 minut.
Stonce przetnie w drodze na potudnie réwnik niebieski
23 wrzesnia i na naszej poétkuli Ziemi zacznie sie
astronomiczna jesien.

Gléownymi wydarzeniami wrzesnia w tym roku sa
opozycje Jowisza 26. dnia miesiaca oraz Neptuna 10 dni
wczesniej. Jowisz wedruje na tle gwiazdozbioru Ryb

i zblizy sie do Neptuna na niecale 10°. Ostatnia planeta
od Storica wedruje zas na tle gwiazdozbioru Wodnika
2° na zachéd od gwiazdy 20 Psc. Niestety w tym

roku Jowisz nie stanie si¢ bardzo dobra wskazowka do
odszukania Neptuna, jak to byto w lipcu 2009 r., gdy
obie planety na krétko dzielil dystans mniejszy niz 1°.
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Obecnie przypada wielka opozycja Jowisza, gdyz

20 stycznia przysztego roku planeta przejdzie przez
peryhelium swojej orbity i w opozycji zblizy si¢ do nas na
mniej niz 4 AU. Jak latwo zauwazyé, w tym roku Jowisz
ma najwieksze rozmiary katowe i jasnosé. Poréwnujac te
wielkosci w czasie wielkiej i malej opozycji, otrzymamy
znaczng réznice. W tym roku tarcza Jowisza osiaggnie
$rednice katowa 50" i jasno$é —2,9™. Podczas gdy za 6 lat
w momencie opozycji planeta zblizy sie do nas tylko

na 5,2 AU i jej $rednica katowa uroénie do 44", jasnosé
natomiast zwiekszy sie do —2,5™.

Orbita Neptuna znacznie bardziej przypomina okrag
i potozenie tej planety na orbicie podczas opozycji
nie ma wplywu na wielkos¢ i jasno$¢ jego tarczy.
Neptun, jak co roku, $wieci blaskiem +7,8™ i do jego
dostrzezenia potrzebna jest jedynie lornetka.
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