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Zadania z matematyki nr 845, 846

Redaguje Marcin E. KUCZMA

845. Udowodni¢ nieréwnoé¢ dla liczb nieujemnych z1, . .
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wszystkim uporzadkowanym parom (4, j) réznych numeréw 4,5 € {1,...,n}).

846. Ostrostup $ciety, ktérego podstawami sg podobne wielokaty o znanych

polach A i B, zostal podzielony plaszczyznami 7, ..

.y Tp—1, roOwnoleglymi do

podstaw, na n wielo$ciandéw o réwnych objetosciach; ptaszczyzna 7y lezy miedzy
plaszczyznami w1 i mpyy (dla k=1,...,n—1), gdzie mg, m, to plaszczyzny
zawierajace, odpowiednio, podstawy o polach A, B. Obliczy¢ pole przekroju
ostrostupa kazda z plaszczyzn my.

Zadanie 846 zaproponowal pan Mirostaw Matlega ze Skoczowa.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2022
Przypominamy tres¢ zadan:

841. Dla zadanej liczby naturalnej n > 2 ustalié, ile jest ciagdw liczb

rzeczywistych (a1, ...,a,) o tej wlasnosci, ze dla kazdego ciagu liczb
rzeczywistych (21, ..., zy) zachodzi réwnosé

n n n
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i=1 j=1 i=1
gdzie (cyklicznie) a, = a,—, dla r > n.
842. Na plaszczyznie dane sg trzy kola (domknigte, tj. rozwazane wraz
z punktami brzegu). Zakladamy, ze ich cze$é wspélna jest niepusta.
Przesuwamy kazde kolo (niezaleznie) w taki sposéb, ze dla kazdych
dwéch két odlegtosé ich srodkéw po przesunigciu jest nie wigksza
niz przed przesunieciem. Udowodnié, ze przesuniete kola nadal maja
niepustyg czes¢ wspdlng.
841. Niech (ai,...,an) bedzie ciggiem spelniajacym podany
warunek. Ustalmy liczby k € {1,...,n—1} oraz ¢ € {1,—1}
i podstawmy w réwnaniw: z, =1, 2 = ¢, ; = 0 dla j # k, n.
Poniewaz a;+n = a;, otrzymujemy

n
(1) Z leaitr + ai| = 2.
i=1

Z kolei wezmy z,, = 1, x; = 0 dla wszystkich j < n; dostajemy

(2) Z la;| = 1.
i=1

Szacujemy z géry lewa strone wzoru (1) (korzystajac
z cyklicznosci ciagu (a;) oraz ze wzoru (2)):
n n n n

Z leaipr + ai| < Z(IMM\ +lasl) = Z las| + Z |as| = 2.

i=1 i=1 i=1 i=1
Lewa strona ma wartosé¢ 2 (wzér (1)), co oznacza,
ze ta nieréwnos¢ musi by¢ réwnoécia; czyli ze
leaitr + ai| = |ai+k| + |ai| dla wszystkich i. Po podniesieniu
do kwadratu i redukcji mamy

caiyra; = laj+ra;] dla i=1,... n.

Skoro to prawda zaréwno dla € = 1, jak i dla ¢ = —1, zatem
ai+ka; = 0 dla wszystkich . Wobec dowolnosci k € {1,...,n—1}
znaczy to, ze w ciagu (ai1,...,an) tylko jeden wyraz moze byé
niezerowy. Wobec wzoru (2) ma on modut 1.

Stad wynika postaé¢ rozwazanych ciagéw (a1, ...,an): na dowolnie
wybranej pozycji liczba £1, poza tym zera; przy tym kazdy

ciag takiej postaci ma wlasno$¢ wymagana w zadaniu. Jest wiec
2n takich ciagéw.

842. Oznaczmy srodki trzech danych két przez A, B, C, za$
ich promienie r4, rg, rc. Wybierzmy i ustalmy punkt P
lezacy w czeSci wspdlnej tych kot: AP <ras, BP < rp,

CP < re¢. Przesuniecia, o jakich mowa, przenosza srodki do
polozen A’, B’, C'. Ustalmy oznaczenia tak, by AB byt tym
bokiem tréjkata ABC, ktéry w najmniejszym stopniu ulega
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skréceniu przy tych przesunieciach. Istnieje wiec taka liczba
k<1, ze

3y A'B' =k-AB, A'C'<k-AC, B'C'<k-BC.
Niech D bedzie punktem lezacym po tej stronie prostej AB, co
punkt C, i takim, ze tréjkat ABD jest podobny do tréjkata
A'B'C’. Skoro A'B’ = k- AB, znaczy to, ze A'C' = k- AD,
B'C’ = k- BD, i wobec oszacowaii (3):

(4) AD < AC, BD < BC.
Bedziemy chcieli znalezé punkt @ spelniajacy warunki
(5) AQ < AP, BQ<BP, DQ<CP.

Woéwezas podobienistwo (o skali k), przeksztalcajace trojkat
ABD na tréjkat A’ B’C’, przeniesie 6w punkt @ do potozenia Q’,
dla ktérego, zgodnie z zalezno$ciami (5),

AQ =k-AQ<k-AP <kra <ra,
i podobnie L L

B'Q <rp, C'Q <rc.

Punkt Q' znajdzie sie wiec w czeéci wspdlnej kot o srodkach
A’,B’,C" i promieniach ra,75,7c, co zakonczy dowdd tezy
zadania. Pozostaje wskaza¢ punkt @ o wlasnosciach (5).

Jezeli DP < C'P, mozna przyjaé po prostu Q = P.

W przeciwnym przypadku, tj. gdy DP > C'P (rysunek), niech

@ bedzie punktem symetrycznym do P wzgledem prostej £,
symetralnej odcinka C'D. Lezy on po tej stronie owej prostej, co
punkt D. Z uwagi na nieréwnosci (4), po tejze stronie prostej ¢
leza takze punkty A i B. Czworokat CDQP jest trapezem
réwnoramiennym (DQ = CP), bo prosta £ jest tez symetralng
odcinka PQ. Z potlozenia punktéw A, B, D, Q po jednej jej stronie
wynikaja dwie pierwsze z potrzebnych nam nieréwnosci (5);
trzecia za$, jak zauwazyliSmy, staje sie réwnoécia. Tak okreslony
punkt ) ma zatem wymagane wtasnosci; dowdd jest zakoniczony.
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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
835 (WT =2,59) i 836 (WT = 1,49)
z numeru 2/2022

Witold Bednarek Lédz 45,02
Andrzej Kurach Ryjewo 44,89
Kacper Morawski  Warszawa 43,56
Marek Spychata Warszawa 42,59
Krzysztof Maziarz Krakoéw 40,67
Pawel Najman Krakéw 38,67
Michal Adamaszek Kopenhaga 37,37
Adam Woryna Ruda SI. 36,14
Marcin Kasperski ~Warszawa 35,34
Radostaw Kujawa Wroctaw 33,74
Tomasz Wietecha Tarnéw 32,68
Jerzy Cisto Wroctaw 32,66

Przekroczenia linii 44 podzielne przez 3:
pan Andrzej Kurach po raz trzeci— wigc
dolacza do grona Weterandw; zas pan
Witold Bednarek po raz dziewiaty —
wigc jakby ,Weteran do kwadratu”

(w historii Ligi — piaty uczestnik, ktéry
tego dokonal).

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez

Zadania z fizyki nr 742, 743
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

742. Mata drewniana kulka przymocowana jest za pomoca nierozciagliwej

nici o dtugosci [ = 30 cm do dna cylindrycznego naczynia z woda. Odleglosé
srodka dna do punktu zaczepienia nici r = 20 cm. Naczynie rozkrecono wokot
osi pionowej przechodzacej przez $rodek dna. Przy jakiej predkosci katowej nié¢
odchyla sie od pionu o kat o = /67

743. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 ze Zrédtem o sile
elektromotorycznej Uy i zaniedbywalnym oporze wewnetrznym potlaczone sa
szeregowo kondensatory o pojemnoéciach C' i 3C. Po zamknieciu klucza K
rownolegle do kondensatora o pojemnosci 3C dolaczamy potaczone szeregowo
cewke o indukcyjnosci L oraz idealna diode. a) Znalezé maksymalna

wartosé natezenia pradu plynacego przez cewke. b) Jakie bedzie napiecie

na kondensatorze o pojemnosci C, gdy prad przestanie ptynaé przez cewke?
¢) Ile czasu prad bedzie plynal przez cewke?

Rozwigzania zadain z numeru 5/2022

Przypominamy tresé zadan:

738. Stozek toczy si¢ bez podlizgu po plaszczyznie poziomej. O$ stozka obraca si¢ z predkosciag
katowa w wokél osi pionowej, przechodzacej przez jego wierzcholek. Wysokos$é stozka wynosi h, kat

miedzy osig stozka a jego tworzaca jest rowny «. Wyznaczy¢ predkoéé liniowa dowolnego punktu
Srednicy podstawy stozka lezacej w plaszczyznie pionowej.

739. Dwa zwierciadta plaskie tworzg miedzy sobg kat (m — «), przy czym kat o jest bardzo maly
(rys. 2). W réwnych odleglosciach b od obu zwierciadetl znajduje si¢ punktowe Zrédlo swiatta
monochromatycznego S. Dlugos$¢ fali emitowanej przez zrédlo wynosi A. W odlegtosci |OA| = a od
punktu przecigcia zwierciadel umieszczony jest ekran. Znalezé odleglo$é miedzy sasiednimi jasnymi
prazkami interferencyjnymi na ekranie. Przestona C zapobiega bezposredniemu padaniu swiatla ze
zrédla na ekran.

738. Ruch stozka jest ztozeniem obrotu jego osi OC wokél prostej pionowej
przechodzacej przez punkt O oraz obrotu wokét osi stozka z predkoécia katows €2
( rys. 3). Ruch odbywa sie bez poélizgu, zatem punkt A na tworzacej stykajacej sie
w danej chwili z podlozem nie porusza sie wzgledem podloza: w|OA| = Qhtg«, gdzie
|OA| = h/cos a. Stad Q = w/sin a.
Predko$é dowolnego punktu P; lezacego powyzej $rodka podstawy w odlegtosdci r od
niego dana jest wzorem:

v1 = w(|CC’'| — rsina) + Qr = w(hcosa — rsina) + wr/sin a.
Predkos¢é punktu P» lezacego ponizej punktu C' wynosi

v2 = w(hcosa + rsina) — wr/sin a.

739. Oznaczmy obrazy zrédla $wiatta w zwierciadlach przez Si i S2 (rys. 4). Odleglosé
miedzy nimi wynosi
(1) d = 4bsin (a/2) ~ 2ba

i jest duzo mniejsza od odlegtosci odcinka S1S52 od ekranu: |BA| =~ a + b.

Oznaczajac przez i kat odpowiadajacy k-temu maksimum na ekranie, mozemy
napisaé
@)
Jezeli ograniczymy si¢ do malych katéw ¢, to sin ox = zx/(a + b), gdzie s
jest odlegltoscia k-tego maksimum od $rodka ekranu. Podstawiajac to do
i uwzgledniajac , otrzymujemy szukana odlegto$¢ miedzy prazkami:

(3) Az =z — k-1 = A (a + b)/2ba.

d(sinpr —singg_1) = A.

wspolezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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