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Wir powietrzny (rurka wirowa)
w tornadzie

Ryba plaszczka i struktury weztowe rurek
wirowych w wodzie wywolane jej ruchem
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Pole wektorowe predkosci ¥ wokot rurki
wirowej skierowanej prostopadle do
plaszczyzny (por. zdjecie tornada
powyzej)

Hydrodynamika i topologia
Grzegorz LUKASZEWICZ*, Krzysztof MIZERSKI**

Hydrodynamika ma glebokie zwiazki z topologia, i to od dawna, zanim jeszcze
powstala nazwa ,topologia” (zob. Leonardo da Vinci i topologia, A3,). Celem
tego artykulu jest zwrédcenie uwagi Czytelnika na wspoélczesne powiazania tych
dwoéch dziedzin, ktore sa wazng czescig badan hydrodynamicznych, majaca
wlasng nazwe —  hydrodynamika topologiczna”.

Opowiemy o zwiazkach hydrodynamiki z teoria weztéw (dzi$ czescia
topologii), dla rozwoju ktérej powazne motywacje znajdujemy w rozwazaniach
dziewigtnastowiecznych uczonych (takich jak Kelvin, Maxwell, Tait), miedzy
innymi wlaénie w kontekécie badan ruchu ptynow, ale tez elektromagnetyzmu
i ogblniej — budowy materii (zwlaszcza wirowej teorii atomu Kelvina) [Epple].

Rozwazmy model plynu nielepkiego i niedcisliwego, o stalej gestosci,
wypelniajacego cala dostepna przestrzen. Mozna taki plyn rozwazaé w jezyku
pola wektorowego predkosci ptynu ¥ i ci$nienia ptynu p, badajac dynamike

pola predkosci plynu przy uzyciu réwnania Eulera (zob. artykul autoréw
w|A5). Alternatywnie, plyn mozna opisaé poprzez pole wektorowe predkosci

¥ 1 pole wektorowe wirowosci ptynu & = rot ¥ (o ktérym nizej), siegajac

po réwnania opisujace dynamike tego ostatniego. Okazuje sie, ze to drugie
podejscie jest bardzo owocne i pozwala na zdefiniowanie pewnych niezmiennikéw
topologicznych ruchu ptynu. Zajmiemy sie tu jednym z nich, a mianowicie
skretnoscig (helicity).

Wirowo$éé¢ & pola wektorowego predkosci to nowe pole wektorowe, ktore opisuje
rotacje czasteczek plynu wywolang jego ruchem. Gdy stoimy na moscie nad
rzeka i patrzymy w dot jej nurtu, to mozemy zaobserwowaé, ze przy prawym
brzegu ruch jest wolniejszy niz w gtéwnym nurcie, stad czasteczki ptynu
obracaja si¢ tu w prawo, podobnie przy lewym brzegu, ale z ta réznica, ze tam
czasteczki obracaja si¢ w lewo. Wirowos¢ to po prostu dwukrotnosé predkosci
katowej obrotu czasteczek w plynie. Jest to wielko$¢ okreslona osobno dla
kazdego punktu obszaru przeptywu, a gdy predko$é¢ pltynu zmienia sie w czasie,
to rowniez wirowosé zalezy od czasu.

Sama wirowo$¢ ma bardzo wazne dla zrozumienia hydrodynamiki wlasnosci —

odkryte przez Williama Kelvina i Hermanna Helmholtza w potowie XIX wieku
— méwiace o niezmiennikach ruchu. Bedziemy z nich korzysta¢ w dalszej czesci
artykutu.

Odpowiednikiem pola wirowosci w elektromagnetyzmie jest pole magnetyczne E,
stad zainteresowanie nim Jamesa Maxwella i Williama Kelvina badajacych
analogie pomiedzy hydrodynamika a elektromagnetyzmem. Okazuje si¢, ze pola
wirowosci & oraz indukcji magnetycznej B w przypadku ptynéw przewodzacych
prad elektryczny (jak np. plynne zelazo czy plazma) spelniaja analogiczne
réwnania, zatem majac intuicje w zakresie dynamiki jednego z tych poél, mozna
lepiej zrozumieé¢ pewne aspekty dynamiki drugiego z nich.

Waznym pojeciem wiazacym hydrodynamike (magnetohydrodynamike)

z topologia jest skretnosé (odpowiednio: skretnos$é magnetyczna) ruchu ptynu

w obszarze V', zdefiniowana jako

H = / U@ (skretnosé), Har = / A B (skretno$¢ magnetyczna).

A jest tu potenqalem wektorowym — analogonem wektora predkosci

w hydrodynamice — a pole magnetyczne B=rotA odpowiada wirowoSci.
Wielkosci H i H s sa niezmiennikami ewolucji czasowe]j i, jak pokazemy
ponizej, wiaza sie z zachowywaniem topologicznych wlasnoéci linii wirowosci
w przeplywach.

Co mamy przez to rozumie¢? Skupmy sie na hydrodynamice.
Jesli np. ruch plynu jest plaski, @ = (v1, v2,0), to wektor wirowosci ma postaé

= (0,0,w), tzn. jest prostopadly do plaszczyzny ruchu i |w]| jest dwukrotnoscia
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W lustrzanym Swiecie czqsteczek Afl);,
Co zobaczyla Alicja po drugiej stronie
lustra? |A%,L

Jakie fale nas krecq? Afg,

Jak zrobi¢ z fal pulapke? A‘;’S,

O chiralnosci Aéz,

Rurka wirowa unoszona przez przeplyw,
w chwilach t = t1 it = to

@

Rozwigzanie zadania M 1720.

Nieréwnosci mozna zapisaé w

réwnowaznej postaci

2 2
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z ktérej wynika, ze przynajmniej jedna

z liczb x1, x2, ... x, (niech to bedzie 1)

spelnia nieréwnosé 4.’1:% < {l??. Zatem

z1 > 4, skad

(222 — @) + ... 4 (222 —z,) <

<z — 2.’1:? <4—-2- 42 = —28.

Poniewaz minimum funkcji 2% — jest
réwne —1/8, ton —1 > 828 > 50.

wartosci predkoéci katowej obrotu hipotetycznej czasteczki znajdujacej sie
w danym punkcie przeptywu. Zauwazmy, ze w przypadku takiego ruchu
jego skretnosé jest zerowa niezaleznie od wielkosci |w|, gdyz iloczyn skalarny
wektoréw prostopadtych jest réwny zeru.

Prosty przyklad ruchu o niezerowej skretnosci opisuje pole predkosci zadane

w punkcie (x,y, z) jako ¥ = (—y,z,1). Sktadowa ruchu (—y, z,0) odpowiada za
obrét w plaszezyZnie xy, a skladowa (0,0,1) za jednostajny ruch prostopadle do
tej plaszczyzny. Ztozenie tych dwdch ruchéw daje ruch spiralny prawoskretny.
Jednocze$nie mozemy w tym przypadku obliczyé, ze & = (0,0, 2), wiec skretnosé
ruchu jest dodatnia (- & = 2). Gdybysmy rozwazyli ¥ = (—y,x,—1) z przeciwnym
znakiem na ostatniej wspélrzednej, to wéwczas ruch bylby lewoskretny,

a skretno$é ujemna. Ta geometryczna asymetria zostala zauwazona przez
Kelvina i nazwana chiralno$cig — obiekt chiralny to taki obiekt, ktory nie

jest identyczny ze swoim odbiciem zwierciadlanym. Zjawisko chiralnosci jest
powszechne w przyrodzie (i niejednokrotnie bylo opisywane na lamach Delty,
patrz lista artykuléw na marginesie). Warto zaznaczy¢, iz skretnosé jest
wyznacznikiem chiralnosci (czyli braku symetrii odbiciowej), innymi stowy
niezerowa skretno$¢ oznacza chiralnosé przepltywu.

Rozwazmy teraz pewien obszar Vj wypelniony w chwili poczatkowej ptynem, np.
doé¢ duza kule o tej wlasnosci, ze na jej brzegu Sy wektor wirowosci jest styczny
do Sy. W dowolnej pézniejszej chwili ¢ obszar V) moze ulec znieksztalceniu do V;
(méwiac jezykiem technicznym, ruch poddaje obszar homeomorfizmowi Vo — V4),
ale twierdzenie Helmholtza méwi, ze wlasno$é¢ stycznosci wektora wirowosci do
obrazu Sy pozostanie zachowana. Korzystajac z tej wlasnosci oraz réwnania
Eulera, wraz z twierdzeniem Kelvina o transporcie i twierdzeniem Greena, da si¢
wykazaé, ze catkowita skretnosé th ‘H okredlona wyzej nie zalezy od czasu, czyli
jest niezmiennikiem ruchu.

Co ciekawe, zaobserwowaé to moégl juz sam Kelvin, dysponujac wspomnianymi
twierdzeniami, ale mimo to w literaturze pojecie skretnoéci pojawito sie dopiero
w 1958 roku, tez nie do konca zauwazone przez nastepne 10 lat. Jego znaczenie
jako niezmiennika topologicznego odkryt dopiero Keith Moffat w 1969 roku

w kontekscie ewolucji i oddziatywan struktur wirowych.

Wyobrazmy sobie rurki wirowosci, czyli struktury wirowe stworzone

z przylegajacych linii wirowosci (takie jak na rysunku obok lub rysunku

z plaszczka). Poniewaz linie wirowos$ci sa wmrozone w przeplyw, tzn. unoszone
przez przeplyw (zgodnie z twierdzeniem Helmholtza), rurki pozostaja rurkami
wirowosci w ewoluujacym przeplywie. Z wmrozenia wynika takze, ze rurki

z ,polaczeniami” oraz ,weztami” (czyli ,splecione”) sa takze wmrozone

i unoszone przez przepltyw poprzez homeomorfizmy, zatem zachowuja
przynalezno$é do topologicznych klas rownowaznosci. Innymi stowy: typy wezléw
i polaczen nie zmieniaja si¢ — wykluczone jest na przyklad, by dwie splecione
rurki sie rozplotly. Ponadto z niescidliwosci przeplywu wynika zachowanie
objetosci (a wiec 1 masy) rurek strumieniowych, czyli objeto$é rurek jest réwniez
niezmiennikiem ewolucji. Kolejnym niezmiennikiem (bedacym trescia twierdzenia
Kelvina) jest strumieri wirowosci przez powierzchnie przekroju poprzecznego

w dowolnym punkcie. Stad nazwa — rurki strumieniowe. Do kolekcji fizycznych
niezmiennikéw poza wymienionymi (caltkowita skretnosé, objeto$é i strumiert
wirowosci w rurkach) nalezy dodaé jeszcze calkowita energie — przy zalozeniu,
ze plyn jest idealny, brak w nim taré¢ lepkich powodujacych dyssypacje energii.
Naturalnie powstaje pytanie: w jaki sposéb te fizyczne niezmienniki sa zwigzane
z niezmiennikami topologicznymi, czyli np. rodzajami wezléw czy zlaczen lub
liczba zlaczen?

Badaniem ewolucji topologicznych struktur rurek wirowych zajmuje sie
wspomniana na poczatku hydrodynamika topologiczna. Najprostszym
przykladem jest rozciaganie — jesli mamy rurke w ksztalcie torusa, ktory
zostanie rozciagniety, czyli zwigkszy swoj obwdd, koniecznosé zachowania
strumienia i objetoéci rurki skutkuje zmniejszeniem sie pola poprzecznego torusa
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Rys. 1. Pojedyncze zlaczenie
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Rys. 2. Zerowa liczba zlaczen
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Rys. 3. Pojedyncze samozlaczenie

Petle koronalne w atmosferze stonecznej

Uwaga dla mito$nikéw topologii:
hydrodynamika topologiczna opiera si¢
w duzej mierze na teorii homologii

i kohomologii, szczegdlnie w opisie
ewolucji bardziej skomplikowanych
struktur niz rurki wirowosci (kontury),
takich jak powierzchnie czy objetosci.
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i jednoczesnym zwiekszeniem natezenia pola wektorowego wirowosci. W ten
sposéb ewolucja struktur wirowych odbywa sie przy jednoczesnym zachowaniu
topologii oraz wielkosci fizycznych.

Istnieje twierdzenie wigzace catkowity skretnosé uktadu rurek wirowych Hyot
z parametrem topologicznym zwanym ,liczba zlaczen” w nastepujacy sposob:

it =Y Z; ®7+2) 20,9,
i i#]

gdzie ®; to strumien wirowosci zwiazany z i-tg rurka, Z; to tzw. ,liczba samoztaczen’
(patrz rys. 3 i jego opis ponizej) osi i-tej rurki, za$ Z;; jest liczba zlaczenn pomiedzy
rurkami ¢ oraz j. Interpretacja geometryczna powyzszych parametréow topologicznych
Z,; oraz Z;; przedstawiona jest na rysunkach obok, pochodzacych z prac [Moffatt,
1969] oraz [Ricca, 1998] (zob. réwniez [Berger, 2009]), gdzie w spos6b przystepny
objaénionych jest wiele ciekawych dodatkowych przypadkéw. Przyktadowo dla

uktadu z rysunku 1 zaden ze ztaczonych pierécieni nie ma ,,samozlaczen”, zatem
mamy Z, = Z5 =0, za$ Z15 = —1, poniewaz mamy jedno zlaczenie pierscieni,

a znak ujemny bierze si¢ z relacji zwrotéow strumieni wirowosci w obu pierscieniach
(orientacja konturu Cy ma przeciwny znak do strumienia wirowosci Cy wewnatrz C5).
Z kolei w sytuacji z rysunku 2 rurki wirowe réwniez nie maja samozlaczen, jednak
w tym przypadku mamy nietrywialne zlaczenie obu rurek, dla ktérego liczba ztaczen
wynosi zero, Z1o = 0, i catkowita skretno$¢ ukladu znika. Warto nadmienié, iz

z mozliwodci wystapienia takich sytuacji zdawal sobie sprawe juz Maxwell (1873,
tom II, str. 43) w swoich badaniach dotyczacych zlaczenn obwoddéw elektrycznych.

)

Zajmijmy si¢ teraz opisem samozlaczen dla jednej struktury wirowe;j.
Rozwazajac jedna rurke wirowoéci, samozlaczenia mozna zrozumieé, analizujac
wezel koniczynowy przedstawiony na rysunku 3. Aby okreslié¢ liczbe samoztaczen,
wprowadzamy dwa odcinki AB o réwnej co do wartosci, ale przeciwnej co
do znaku wirowoéci, co pozwala zachowaé cyrkulacje po konturze C, zgodnie
z twierdzeniem Kelvina. Wowczas widzimy, ze wydzielone w ten sposéb kontury
C1 oraz Cs sa ewidentnie niesplatane, ale zlaczone, i w rezultacie liczba
samoztaczen w wyjsciowym wezle to Z = 1. Liczbe samoztaczen konturu Z mozna
roztozy¢ na dwie sktadowe:

Z = Wr + Tw,
gdzie Wr (z ang. writhe) okresla zawijanie osi rurki, zas Tw (z ang. twist)
jej calkowite skrecenie (torsje). Chociaz suma Wr i Tw jest niezmiennikiem
topologicznym, to same te wielko$ci nimi nie sg. Oznacza to, ze ,,writhe”
i ,twist” zmieniaja si¢ pod wplywem ruchu ptynu (homeomorfizmu), tak
wymieniajac si¢ wartoscia, aby ich suma pozostawala stala. ,Writhe” zwigzany
jest z ilodcia samoprzecieé¢ rzutu osi rurki wirowej na pewna plaszczyzne, przy
uwzglednieniu zwrotu linii, czyli zwrotu wirowosci w rurce. Z kolei ,,twist”
sklada sie z dwoch czesci — opisuje torsje osi rurki wirowej oraz wewnetrzne
skrecenie linii wirowosci wewnatrz rurki wirowej.

Jako sukcesy hydrodynamiki topologicznej w opisie ewolucji rzeczywistych
uktadéw obserwowalnych nalezy wymieni¢ przede wszystkim dwa fakty. Wiemy
juz, ze ewolucja ptynéow idealnych odbywa sie przy wiezach polegajacych na
zachowaniu skretnosci, a w konsekwencji zachowaniu réwniez niezmiennika
topologicznego, jakim jest liczba zlaczen struktur wirowych. Otéz po pierwsze,
istnieje twierdzenie méwiace, ze taki wiaz nalozony na ewolucje prowadzi

do ,rozprostowywania” wszystkich punktéow przegiecia osi rurek wirowych.
Innymi stowy w stanie koncowym ewolucji oczekujemy, ze rurki wirowe nie
beda mialy punktow przegiecia, i to niezaleznie od stanu poczatkowego
ewolucji. Jest to bardzo silny wynik, charakteryzujacy struktury wirowe stanow
ustalonych. Po drugie, powyzszego wiezu mozna uzy¢, by udowodnié, iz w stanie
koricowym enstrofia (czyli $redni kwadrat wirowosci) czy tez energia pola
magnetycznego musi by¢ nie mniejsza niz pewna warto$¢ minimalna, zalezna
od strumienia zwigzanego ze strukturami wirowymi badz magnetycznymi

(czyli ®;) i parametréw topologicznych tych struktur. Fakty te sa z powodzeniem
wykorzystywane w opisie produkcji oraz dyssypacji energii w koronie stonecznej,
gdzie splecione struktury magnetyczne formuja tzw. petle koronalne.

16



	Hydrodynamika i topologia

