Czy dobrze rysuje obwarzanki?

Michat MISKIEWICZ

Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW; Instytut Matematyczny PAN

Tworzac odreczne rysunki, wiekszos¢ znanych mi
matematykow rzadko sigga po cyrkiel i linijke.

W zwiazku z tym ich typowy rysunek okregu wyglada
tak:

Moze i blizej temu do elipsy, moze i petla sie nie
domyka, ale przeciez nie o to chodzi, prawda?

Takie nieréwne kétko zazwyczaj w zupelnosci nam
wystarczy podczas rozwiazywania zadania olimpijskiego.
Czasem moze nawet postuzy¢ do zilustrowania sfery

w nieskoniczenie wymiarowej przestrzeni, czemu nie.

(Precyzyjne rysunki oczywiscie majg swoje zalety, ale nie o tym tutaj).

W tym wtasnie duchu nauczono mnie kiedy$ rysowania
torusa, czyli typowego obwarzanka. Zaczynam od
elipsy (takiej szerszej niz wyzszej), rysuje w jej srodku
,2usmiech” w ksztalcie tuku, a wreszcie nad u$miechem
dodaje krotszy tuk — czapeczke”. O tak:

To bardzo typowy obrazek, ktory Czytelnik najpewniej
juz gdzie$ widzial. Niedawno nabralem jednak
watpliwodci, czy aby ten ostry kat miedzy usmiechem
a czapeczka nie jest wynikiem pomytki. Tego typu
bledy naprawde sie ludziom zdarzaja — popularnym
przykladem jest nastepujacy szkic kuli:

\—

Taki szkic stara sie przedstawi¢ rzut prostokatny kuli na
plaszczyzne kartki (ew. ekranu, zaleznie od medium
wybranego przez Czytelnika). Poniewaz sam rzut

ma ksztalt kota, dla podkreslenia tréjwymiarowosci
zaznaczono tez réwnik (czyli pojedyncze kolo wielkie).
Zeby dobrze oddaé¢ réwnik na rysunku, nalezy
odpowiedzie¢ sobie na pytanie, jak wyglada jego rzut
prostokatny. Poza zdegenerowanym przypadkiem — gdy
punkt obserwacji znajduje sie w plaszczyznie réwnika —
zawsze ma on ksztalt elipsy. Elipsa taka moze by¢
bardzo sptaszczona (gdy patrzymy tuz znad plaszczyzny
réwnika), i woéwczas ,zakrety” na koricach dlugiej osi
mogg by¢ dowolnie ciasne, ale jednak zawsze gladkie.
Rysunek wyzej jest wiec pod tym jednym wzgledem
zwodniczy.

Zakladamy tu, ze punkt obserwacji znajduje si¢ (nieskonczenie) daleko
od obserwowanego obiektu — inaczej widziany obraz nie jest rzutem
prostokatnym, lecz srodkowym. Zreszta zalozenie to zwyczajowo
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obowigzuje przy rysowaniu szeécianu na lekcjach matematyki.

Na lekcjach plastyki juz niekoniecznie (na ten temat pisal Marek
Kordos w A§4 i A?g)

Wr6émy do torusa. Moje watpliwosci podsycit obraz
torusa widzianego ,,z goéry”, czyli na wprost dziury:

Sa tu dwa koncentryczne okregi i o zadnych kantach nie
moze byé mowy. Co$ wiec jest na rzeczy!

Zeby rozstrzygnaé zagadke, nie unikniemy formalnego
opisu. Zacznijmy od znajdujacego sie w przestrzeni
trojwymiarowej okregu o (o promieniu R > 0). Ustalajac
drugi promien r, mozemy wprowadzi¢ (pelny) torus T
jako zbidr tych wszystkich punktéw, ktére sg odlegle

od 0 o co najwyzej r; inaczej méwiac, jako r-otoczke o.
Oczywiscie dobieramy 0 < r < R, by powstaly obwarzanek
mial dodatnig grubo$é, a jednoczesnie, by jego dziurka
nie byla zaklejona ciastem.

Mozna — cho¢ nie trzeba — przekonac sig, ze dla okregu

2 2 = R?} odpowiada to doktadnie zbiorowi

o= {(z,9,0): 2% +y
T = {(5,5,2) : (Va® T 57 — R) + 2% < 2.

Rozwazmy rzut prostokatny na wybrana przez nas
plaszczyzne P, oznaczajac przy tym obrazy punktow

i figur znakiem prim (’). Obraz T przy rzutowaniu

jest wtedy niczym innym jak r-otoczka o’ (obrazu o)
rozumiang jako podzbiér P. To stwierdzenie brzmi

jak tautologia, jednak nalezy je uzasadnié¢. Ot6z jesli
punkt p nalezy do torusa T, to zgodnie z definicja
istnieje punkt q € o spelniajacy |p — q| < r. Rzutowanie
nie zwieksza odleglodci (moze ja najwyzej zmniejszy¢,
zob. rysunek nizej), wiec punkty p’ € 7' i @’ € o’ réwniez
sa odlegle o r lub mniej. To dowodzi zawierania 7"’

w r-otoczce o'. Dowdd przeciwnego zawierania jest
podobny. Zaczynamy od punktu pg € P w r-otoczce

o' oraz odpowiadajacego mu punktu qq € o’ (takiego,

ze |po — qo| < ), a nastepnie rozwazamy punkt q € o
spelniajacy q’ = qg oraz punkt p := pg + (q — qq) (czyli
dopelniajacy po, qo,q do prostokata). Pozostaje wowczas
sprawdzié, ze p’ = pg oraz |p — q| < 7.
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Podsumujmy: T jest r-otoczka o'. Od stworzenia
poprawnego rysunku 7' dzielg nas wiec dwa kroki,
musimy ustalié:

(1) Jaki ksztalt ma o'?

(2) Jak wyglada otoczka tego zbioru?

Szczesliwie na pierwsze pytanie odpowiedzieliSmy juz
przy okazji analizy blednego rysunku sfery — mianowicie
o jest rzutem prostokatnym okregu, a wiec elipsa.


http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/planimetria/2016/03/31/Tam_gdzie_przecinaja_sie/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/2013/04/27/Dziewiec_twarzy_plaszczyzny_rzutowej/
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Rys. 1. r-otoczki elipsy dla réznych r

Rys. 2. Kolo rowerowe toczone po
nieréwnym terenie
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Rys. 3. Oznaczenie kata obserwacji

OdpowiedZ na drugie pytanie brzmi: na dwoje babka wroézyta. Polecam
Czytelnikowi naszkicowaé sobie r-otoczki wybranej elipsy dla réznych wartosci r.
Okazuje sie, ze dla matych r > 0 figura ta przypomina pierécien o gltadkim brzegu
— studenci matematyki ucza si¢ nawet twierdzenia o otoczeniu tubularnym,
ktorego jest to szczegdlny przypadek. Dla wiekszych r brzeg przestaje byé
gladki po swojej wewnetrznej stronie — powstaja kanty podobne do tych, ktore
nauczono mnie kiedy$ rysowaé (rys. 1). Dobrze wiedzieé, Ze nie zylem w bledzie!

Fenomen powstawania takich kantow jest znany wszystkim amatorom jazdy
rowerem. Wyobrazmy sobie, ze kolo o promieniu r toczymy po podlozu

w ksztalcie elipsy — tor érodka kola wyznacza wtedy zarys r-otoczki elipsy.
Oczywiscie po zewnetrznej stronie elipsy koto jedzie gladko. Gdy jednak
toczymy je po stronie wewnetrznej, bywa réznie: odpowiednio duze koto
moze ,zaklinowaé sie” przy koncach dlugiej osi (punkt styku kota z podlozem
robi wéwczas skok). Z tego tez powodu rowery o mniejszych kotach lepiej sie
sprawdzaja w nieréwnym terenie.

Czytelnik znajacy pojecie krzywizny (o ktérej mozna przeczytaé¢ u Jerzego
Konarskiego w A%y) zapewne rozpozna, ze to krzywizna elipsy decyduje

o klinowaniu sie lub nie. Konkretnie: ze r-otoczka jest gtadka doktadnie wtedy,
gdy krzywizna jest wszedzie mniejsza od 1/r. W polaczeniu z informacja, ze
elipsa o poétosiach a, b ma krzywizne pomiedzy a/b? i b/a? (zaleznie od punktu,
w ktérym mierzymy), pomaga nam to rozstrzygnaé, kiedy obserwowany przez
nas obwarzanek wydaje si¢ mie¢ kanty. Ot6z jesli kierunek obserwacji jest
odchylony od osi torusa o kat « (jak na rys. 3), to elipsa o’ ma pélosie R

i Rcosa, a maksimum jej krzywizny wynosi Krytyczny kat a — powyzej

Rcos?2a*

. ktérego tracimy gladkosé — spetia wiec réwnoéé cos? o = -
Zadania
1. Wykazaé, ze jesli patrzymy na torus pod katem «, to dziure 4. Wykazaé, ze zewnetrzny zarys torusa — tj. ksztatt, od
widzimy doktadnie wtedy, gdy cosa < . ktérego zaczynamy rysunek — tak naprawde nigdy nie jest
2. Jaki ksztalt ma torus widziany z boku (czyli z kata «=90°)7 elipsa, z oczywistym wyjatkiem obserwacji pod katem a=0°.
3. Nasz rysunek torusa rézni si¢ nieznacznie od otrzymanej 5. W przypadku r > R powstaje ,torus” T z zaklejona,
otoczki elipsy, a mianowicie ,,uémiech” wystaje nieco poza dziurka, wiec jego dowolny rzut jest gladki. Czy oznacza to,

»czapeczke”. Jakie jest matematyczne uzasadnienie wystajacej ze sama bryta 7 ma gltadka powierzchnie?

czesci usmiechu?

Rozwigzania na str. 6.

Wuja stuchaé¢ bedziesz! Wojciech CZERWINSKI*
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i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Ssaki majg dos¢ dobrze rozwinigte
systemy intuicyjnego wyczuwania
pokrewienstwa po zapachu. Swietny
wyktad Roberta Sapolsky’ego ze Stanford
University na ten temat mozna obejrzec
tu: https://youtu.be/P388gUPSq_I|

Przeczytatem jaki$ czas temu w znakomitej ksigzce Jareda Diamonda The
World Until Yesterday, ze w pewnej kulturze tradycyjnej matym chlopcem
opiekuje sie raczej wuj (brat matki) niz ojciec. Uzasadnieniem tego zwyczaju
ma by¢ fakt, Ze ojciec nigdy nie jest pewny, natomiast wuj jako krewny ze strony
matki z pewnoscig dzieli z chtopcem wspdlne geny. Z pewnoscig zgodzitby sie

z taka teza Sienkiewiczowski Onufry Zagloba, ttumaczyl przeciez Rochowi
Kowalskiemu, Ze ,,gdzie ojca nie ma, tam, pismo moéwi, wuja stuchaé bedziesz...”.
Mimo wszystko trudno nie zapytaé¢ — czy taki zwyczaj faktycznie ma jakis sens?
A moze lepiej — kiedy taki zwyczaj mozna uzasadni¢ z genetycznego punktu
widzenia?

Wydaje sie ewolucyjnie korzystne, zeby chlopcem opiekowal sie mezczyzna,
ktory dzieli z nim mozliwie najwiecej gendéw. Taki mezczyzna jest najbardziej
podobny do chlopca, wigc moze mu przekazaé schematy zachowania najbardziej
adekwatne dla danego zestawu cech. Ale, co pewnie o wiele wazniejsze, taki
mezczyzna wyczuwa, ze jest z chlopcem spokrewniony (patrz uwaga na
marginesie). A zatem mozna sie spodziewaé, ze wyczuwajac to pokrewienstwo,
w wielu przypadkach bedzie okazywal chtopcu wiecej uwagi, co bedzie
oczywiscie korzystne. Mozna wiec zapytaé: w jakich sytuacjach nalezy zakladaé,
ze raczej wuj jest blizej spokrewniony z chlopcem niz ojciec? Latwo zauwazy¢, ze
takie zatozenie ma sens jedynie, jesli naprawde wiele dzieci nie jest genetycznymi
dzie¢mi swoich domniemanych ojcow. Troche dla intelektualnej rozrywki,

a troche dla préby zrozumienia tej tradycyjnej spotecznosci sprobujemy
wyznaczy¢ liczbe p taka, ze: je$li mniej niz dla frakcji p dzieci domniemany
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http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/geometria_rozniczkowa/2019/03/28/Geometria_rozniczkowa/
https://youtu.be/P388gUPSq_I
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