Mogliby$my nie zaktada¢, ze A(x) i B(x)
sg réwnego stopnia, ale duzo wtedy nie
zyskujemy, bo mozemy niskim kosztem
dotozy¢ ,,mniejszemu” wielomianowi
zerowych wspélczynnikéw przy
brakujacych potegach.

Notacje duzego O mozna przettumaczy¢
na ,,co najwyzej”. Przykladowo wykonanie
algorytmu w czasie O(n?) bedzie trwadé
co najwyzej proporcjonalnie do kwadratu
danych wej$ciowych.

Konwersja ze wspoélczynnikéw do wartosci
w punktach nazywa si¢ ewaluacja (stad
EWALUUJ). Operacja odwrotna to
interpolacja(stad tez INTERPOLUJ

w schemacie wymarzonego algorytmu).

Od teraz (dla wygody, ktéra bedzie widaé
niebawem) bede zaktadal, ze rozwazany
wielomian W (x) jest stopnia n — 1

i potrzeba go obliczy¢ w n punktach.

Ten algorytm nie jest az tak naiwny, jak
moéglby byé, bo stosuje schemat Hornera,
ktéry pozwala wyliczyé wartosé
wielomianu w czasie O(n).

Wspélczynniki wielomianéw na okregu
jednostkowym krecq sie, kreca sie
Radostaw KUJAWA

Rozwazmy nastepujacy problem: jak pomnozy¢ dwa wielomiany? Definiujac
ten problem bardziej precyzyjnie: mamy dane dwa wielomiany stopnia n:

A(z) = ap + a1z + agz® + ... + apz™ i B(x) = by + b1z + baz? + ... + bpa™.
Chcemy znalezé wspotezynniki takiego wielomianu C(x) = co + c12 + . . . + canz?®,
ze C(z) = A(x)B(x) dla kazdego x.

Przyjrzyjmy sie wielomianowi C(z). Wyglada on z grubsza tak: C(z) = agbg +

+ (aobl +a1b0)x + (aobg +a1by +a2b0)x2 +...+ (an_lbn + anbn_l)IQnil +anbnx2".
Mamy wiec jawny wzor na jego wspolczynnikil Matematyk powie: ,wielomian C
jest znaleziony, problem rozwiazany”. Jednak informatyk moze zakrzyknaé:
,hola, hola, ale jak to zaimplementowac?”. No wlasnie.

Naiwna implementacja obliczania wspélczynnikéw wielomianu C(x)
pododawalaby do siebie wymnozone parami wspoétczynniki wielomianéw A i B:

POMNOZ NAIWNIE([ag, ., apl, [bo, o b1
FOR 7+ 0 TO 2n DO
c; <0
FOR j < 0 TO ¢ DO
ci < ¢ + a; - bi_]‘
RETURN [cg, €1, ..., Canl

Powyzszy pseudokod wykona O(n?) mnozeni. Jest to bardzo staby wynik.
W nastepnym kroku pokaze wiec przepiekny algorytm, ktory dzieki kilku
Blyskotliwym Trikom dziala w czasie O(nlogn), czyli znacznie szybciej.

Btyskotliwy Trik numer 1 zwigzany jest z reprezentacja wielomianu. Powyzej
A(z) 1 B(z) byly zdefiniowane jako wektory wspdlczynnikéw. Mozna jednak
rozwazy¢ wielomian W w postaci n + 1 par (z;, W(z;)). Jesli tylko x; beda
parami rézne, a wielomian bedzie stopnia n, to taka reprezentacja jest
jednoznaczna. Zauwazmy jej bardzo obiecujaca wlasnosé: jesli A(x) i B(x)

beda zdefiniowane w tych samych punktach, to wyliczenie C(x) jest banalne —
wystarczy wziaé pary (z;, A(x;) - B(x;))! Tu jest jeden drobny haczyk — musimy
mie¢ 2n + 1 takich punktéw, by C(z) byl jednoznaczny, wszak jest on stopnia 2n.

Niestety! Zlosliwie zdefiniowaliSmy sobie taki problem, w ktérym wielomiany do
pomnozenia dane sa jako wspélczynniki, a nie jako wartosci w punktach. Zmiana
tresci zadania jest powszechnie uwazana za oszustwo. Jesli chcemy wiec, by nasz
Btyskotliwy Trik numer 1 byl uzyteczny, musimy znalezé sposéb na konwersje
pomiedzy tymi dwiema reprezentacjami. Ogdlny schemat wymarzonego
algorytmu bedzie taki:

POMNOZ SPRYTNIE(A[O..n], B[0..n], X[0..2n])

lah, ..., ah,] « EWALUUJ(A, X)
by, ..., by,] < EWALUUJ(B, X)
FOR i+ 0 TO 2n DO

¢ < al - b
c[0..2n] < INTERPOLUJ([c),
RETURN C

. b1, %)

Zacznijmy od ewaluacji. Znowu sprébujmy naiwnie:

EWALUUJ( [wy, .y Wp—1],
FOR i+ 0 TO n—1 DO
Yi — Wp—1
FOR j+n—2 TO 0 DO
Yi < Yi - Ty + ’U)j
RETURN [yo, s Yn—1]

[3)0, . .Tn_lj)
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Przyktad: weZzmy wielomian

W (z) = 22° 4+ 22 + 7. Jesli policzymy, ze
W (1) = 10, W(2) = 139, W(3) = 1474, to
od razu W(—1) = 10, W(—2) = 139,

W (—3) = 1474. Trzy na siedem
koniecznych warto$ci mamy za darmo.

Jesli n # 2% to dodanie kolejnych
zerowych wspélczynnikéw przy potegach
wigkszych od n pozwoli powickszy¢ dane
wejsciowe tak, by liczba wspdlczynnikéw
stala si¢ najblizsza potega dwdjki wigksza
od n.

Bede uzywal notacji w,, (lub krécej — w,

jesli n bedzie jasne) na oznaczenie liczby
24

Vi=en = cos 2% 4 ¢ - sin 2%,

Bede staral sie mysleé o pierwiastkach

z jednosci jako o punktach na okregu:

0$ urojona
o

0
09 rzeczywista

Liczby przeciwne lezg po przekatnej

O$ urojona

0
OS rzeczywista

Liczby oznaczone czarnymi kropkami
podniesione do kwadratu zmienig si¢
w kolorowe kropki

Niestety wida¢ wyraznie, ze jesteSmy w punkcie wyjscia, bo algorytm wykona
O(n?) operacji. Trudno zobaczy¢, co tutaj mozna byltoby zrobié lepiej. Jednakze
stuszna nadzieje moze budzié fakt, ze xg, ..., x,—1 moga by¢ zupelnie dowolne
(byle tylko parami r6zne) i poki co z tego nie skorzystalismy. Moze daloby sie
tak dobra¢ punkty do ewaluacji wielomianu, by si¢ az tak bardzo nie naliczy¢?

Prosta obserwacja jest taka: jesli wielomian ma iksy tylko w parzystych
potegach, to P(xz) = P(—x). Mozna wiec liczyé wartosci dla par liczb przeciwnych:
rg, —%0,T1, —%1, ... Dla kazdej pary wartosci wielomianu beda takie same.

Druga prosta obserwacja: mozna sprawié¢, by kazdy wielomian mial same
parzyste potegi — wystarczy wyciagna¢ jeden z przed nawias tam, gdzie to
konieczne:

W(z) = (wo + woz? + wyzt +...) + (w1 + wsz? + wsz +...).

Tym razem oszustwo jest legalne i uzyteczne — w obu nawiasach wyrazenia sa
niewrazliwe na znak argumentu. Co prawda cate W (a) oczywiscie nie bedzie
réwne W(—a), ale do obliczenia obu tych wartosci kazdy z nawiaséw wystarczy
obliczy¢ raz.

Bardzo obiecujaco wyglada podzial na dwa podwielomiany. P6jdzmy dalej tym
tropem w strone jakiegos$ algorytmu ,,dziel i zwyciezaj”. W tym celu poczynmy
jeszcze niegrozne zalozenie, ze n = 2¥, to bardzo uproéci dalsze rozwazania,

0 czym wiecej na marginesie.

Zeby mieé¢ prawidlowy algorytm ,,dziel i zwyciezaj”, potrzebujemy roztozyé
problem na dwa problemy o potowe mniejsze. W naszym przypadku
potrzebujemy mie¢ dwa podwielomiany o polowe mniejszego stopnia. Mozemy to
zrobi¢ o tak:

We(x) = (wo + wox + wyx? + ...+ wnx%) ,

Wo(x) = (w1 + wsz + wsz? + ...+ wn_lzgfl) ,

W(x) = We(z?) 4+ W, (x?).
Chcemy wyliczy¢ W(x) w punktach xg, —z9, 21, —21, . .. ,x2, —rz. Wystarcza
nam w tym celu wartosci W, i W, w punktach 22, 22, .. 2% Te moglibysmy
policzy¢ rekurencyjnie, mamy jednak problem: teraz wszystkie § punktéw to
kwadraty, wiec wygladaja tak dodatnio, jak sie tylko da, i trudno bedzie je

utozy¢ w pary liczb przeciwnych. Chyba ze rozszerzymy dziedzine na zbiér liczb
zespolonych. . .

T

Tak odkrywamy Btyskotliwy Trik numer 2 — jako punkty ewaluacji wielomianu
bierzemy n zespolonych pierwiastkéw z jednosci!

Rysunki na marginesie przedstawiajg pierwiastki 16 stopnia z jednosci na
plaszczyznie zespolonej. Liczby z jednego pélokregu sg przeciwne do liczb

z drugiego polokregu, zas podniesione do kwadratu dadza caly okrag, na ktérym
punkty rozmieszczone sg dwa razy rzadziej. Czyli mamy obie cechy, na ktérych
tak nam zalezalo! Fantastyczna sprawa.

Mozemy teraz napisaé¢ pseudokod, ktory zrobi szybka ewaluacje wielomianu
w pierwiastkach z jednoéci:

EWALUUJ SZYBKO( [wyg,

IF n =1 THEN
RETURN [wp]

. wn—l])

[(ye)O: . (ye)%_ﬂ = EWALUUJ SZYBKO([wg, ws, .y Wp_2])
[(yo)g, .y (yo)%_ﬂ = EWALUUJ SZYBKO([wy, ws, .y Wp—11)
FOR 2+ 0 TO %._1 DO

Yi = (We)i T @' (Yo)i

Yiry — (We)i —w' - (Yo)s
RETURN [yg, vy Yn—1]
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I to macierz identycznosciowa, czyli taka,
ktéra ma jedynki na przekatnej,
a wszedzie indziej zera:

10 ... 0
01
I = .
10
0 01

V' zawiera pierwiastki z jedno$ci brane
z okregu jednostkowego przeciwnie do
ruchu wskazéwek zegara. V' zawiera te
same pierwiastki, tylko brane zgodnie
z ruchem wskazoéwek zegara.

Czemu przy j # i suma bedzie 07
Interesuja nas dwa przypadki:
m=3j—4>0im=j—14<0. Drugi
tatwo sprowadzié do pierwszego, bo
Wt =Tt =W T W = w"’(i’j),
an — (i — j) juz jest dodatnie. Kolejne
potegi w™ ukladaja sie na okregu
jednostkowym: zaczynamy od 1 = w
i skaczemy co m-ty punkt. Jesli
NWD(m,n) =1, to zapelnimy caly okrag
jednostkowy. Jesli NW D(m,n) > 1, to
niektore pierwiastki beda powtdrzone

NW D(m,n) razy, a inne nie beda
odwiedzone wcale. Tak czy inaczej,
stworzymy jakis nowy, kompletny zbiér
pierwiastkéw z jednosci (byé moze
zwielokrotniony) — a taki zawsze sumuje
si¢ do zera.

0

Bardzo ciekawe jest to, ze mnozenia
wielomianéw w czasie O(nlogn) nie
umiemy uogdélni¢ na mnozenie macierzy,
a algorytmy robigce to szybciej niz

w O(n®) korzystaja z zupelnie innych
technik (goraco zachecam do zajrzenia do
artykulu Michala Wlodarczyka Jak
proste problemy staly sie trudne (A%é)
po wigcej szczegblow).

Algorytm jest zwiezly i niezwykle estetyczny, a do tego dziala satysfakcjonujaco
szybko: skladaja sie nai O(n) operacji i dwa obliczenia rekurencyjne. Mamy
wiec nastepujace rownanie na liczbe operacji:

T(n)=2-T (g) +0(n).
Rekursja ta schodzi na log n poziomoéw, na kazdym poziomie jest do wykonania
O(n) operacji, wiec calo$é dziala w czasie O(nlogn). Wiwat!

Nie mozemy jednak spoczaé na laurach, bo jesteSmy dopiero w potowie drogi.
Zostala nam wszak do wymyslenia procedura odwrotna, czyli interpolacja.
Sprébujmy wydoby¢ na swiatto dzienne jeszcze jeden Blyskotliwy Trik, ktéry
pozwoli nam wykorzystaé ten sam algorytm, ktéry juz mamy.

Zapiszmy zagadnienie ewaluacji w formie macierzowe;j:

1 1 1 . 1 wo Yo
1 w w? L. wnt w1 Y1
1 w? w?? w2(=1) W2 = | ¥
1 wnfl w(n71)~2 o w(nfl)(nfl) Wp—1 Yn—1

Réwnanie to méwi tyle, ze yp = W (w”) dla k =0,...,n — 1. Macierz z omegami
Jest szczegblnym przypadkiem macierzy Vandermonde’a, wigc nazwijmy

ja V. Powyzsze réwnanie przybiera postac¢ V' - W Y. Chcielibyémy tak

je zmodyfikowaé, by na podstawie Y otrzymad w. Zgadnijmy takie V', ze

V'V =nlI:
1 1 1 o 1
1 w! w2 —(n-1)
w2 w22 w(=2(n-1)

vi=|1

1 w—(n—l) w—(n—l)-Q w—(n—l)(n—l)

SprawdZzmy, ze V' - V rzeczywiscie da nl. W i-tym wierszu i j-tej kolumnie mamy:

n—1 n—1

Zw‘ k= Zw(j_i)k.

k=0 k=0
Jesli j =4, to suma oczywiscie jest rowna n. Okazuje sig, ze przy j # i ta suma
zawsze jest réwna 0 (patrz margines). Zatem mamy V' -V - W =V’ .Y czyli
V' .Y = nW. To réwnanie bardzo przypomina to, ktére opisywalo ewaluacje!
Dotarliémy do sedna Btyskotliwego Triku numer 3 — interpolacje robimy niemal
dokladnie tak samo jak ewaluacje, tylko zamiast w wezmiemy w~?!, a wynik na
koncu podzielimy przez n.

INTERPOLUJ SZYBKO([yo,
IF n =1 THEN
RETURN [yo]
[(we)o’
[(wo)O: (U}O)
FOR i« 0 TO 5 —1 DO
wi 4 (we)i + W™ - (w);
Wiyn  (we); —w™" - (wo);

RETURN [%2, ...,

. y’n,—l] )

(wy)

= INTERPOLUJ SZYBKO([yg, w2,
INTERPOLUJ SZYBKO([y1, w3,

. yn—2])
. y’n—l])

,d
[
|

= m\: m\:

Wn_1
=]

Teraz nasza procedura POMNOZ SPRYTNIE jest kompletna.

Algorytm ewaluacji w pierwiastkach z jednosci nazywa si¢ powszechnie

FFT (Fast Fourier Transform), algorytm interpolacji to IFFT (Inverse

Fast Fourier Transform). Szybkie mnozenie wielomianéw jest tylko jednym

z wielu zdumiewajacych zastosowan transformacji Fouriera (goraco zachecam
do zajrzenia do Al§ po wigcej szczegéléw). Bez FFT nie byloby cyfrowego
przetwarzania sygnaléw ani kompresji obrazow. Fascynujace jest to, ze ten
algorytm jest jednocze$nie ogromnie przydatny i wyjatkowo piekny. To rzadki
ptak!
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