Kongruencje modulo liczba pierwsza
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Barttomiej BZDEGA

Jedli a jest liczba calkowita oraz p 1 a, to istnieje taka liczba calkowita a’, ze
aa’ =1 (mod p) (por. kacik 29. w A3)). Liczbe a’ nazywamy odwrotnoscia @ modulo p.
Dzieki temu faktowi mozemy udowodnié

Twierdzenie Wilsona. Liczba n > 2 jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy
(n—1)!'= -1 (mod n).

Dowdd. Dla n € {2,3,4} sprawdzamy bezposrednio, ze teza jest prawdziwa. W dalszej
czesci zaktadamy wiee, ze n > 5.

(=) Niech n = p > 5 bedzie pierwsze. Reszta r € {1,2,...,p — 1} jest swoja wlasna
odwrotnoséciag modulo p wtedy i tylko wtedy, gdy 72 = 1 (mod p), réwnowaznie
p|r?—1=(r—1)(r+1). Ma to miejsce dla r =1 i r = p — 1. Pozostale liczby ze
zbioru 2,3,...,p — 2 mozemy pogrupowaé w pary (r;, ;) — liczba i jej odwrotnosé
modulo p. Niech p = 2k + 1. Otrzymujemy stad

pl=1-rryrorh-...orp_1rj_;-(p—1)=-1 (mod p),

poniewaz r;r; =1 (mod p) dla k=1,2,...,k— 1.

(<) Niech n > 6 bedzie zlozona — wéwezas albo n = ab dla pewnych liczb naturalnych
1 <a<b<n,albon =p? dla pewnej liczby pierwszej p > 3. W pierwszym przypadku
w iloczynie (n —1)! =1-2-...- (n — 1) wystepuja liczby a i b, w drugim — liczby p
i 2p. W obu przypadkach n | (n — 1), czyli (n — 1)! =0 (mod n).

W zadaniach zwiazanych z kongruencjami modulo liczba pierwsza przydatny bywa
ponizszy

Lemat o ciggu arytmetycznym. Niech p bedzie liczba pierwsza i niech
(ao,as,...,ap_1) bedzie ciggiem arytmetycznym liczb calkowitych o réznicy r.
Woéwezas jesli ptr, to kazda z liczb ag,aq,...,a,—1 daje inng reszte z dzielenia przez p;
resztami sa wszystkie liczby catkowite od 0 do p — 1.

Dowdd. Przypusémy dla dowodu nie wprost, ze a; = a; (mod p) oraz 0 <i<j<p—1.
Wtedy p | aj —a; = (j —i)r. Jednak p{r oraz ptj—i, gdyz 0 < j —i < p. Z tego
wynika, ze w ciagu (ag,a1,...,ap—1) kazdy wyraz ma inng reszte z dzielenia przez p.
Wyrazéw jest p, wiec musza to byé wszystkie mozliwe reszty od 0 do p — 1.

W kaciku pod takim tytutem nie mogloby zabraknaé¢ najstynniejszego bodaj
twierdzenia zwigzanego z kongruencjami modulo liczba pierwsza:

Mate twierdzenie Fermata. Jedli p jest liczba pierwsza, n jest liczba catkowita
oraz pf{n, to n?~t =1 (mod p).

Dowdd. Niech 11,79, ...,7p—1 beda resztami z dzielenia przez p liczb n,2n,3n.. .,
(p — 1)n. Na mocy poprzedniego lematu (ag = 0, r = n) otrzymujemy
{ri,re,....mp—1} ={1,2,...,p — 1} (kolejnosé¢ oczywiscie moze by¢ inna). Mnozac
stronami kongruencje in = r; (mod p) dlai=1,2,...,p — 1, otrzymamy
(p—1D)nP~t =n(2n)(3n)...((p — )n) =rirars...7p_1 = (p — 1)!
Teraz wystarczy skorzystaé¢ z twierdzenia Wilsona albo po prostu podzieli¢

obustronnie powyzsza kongruencje przez (p — 1)!, co mozna zrobié, gdyz jest to liczba
wzglednie pierwsza z p.

(mod p).

Mate twierdzenie Fermata mozna wyrazi¢ w innej postaci, bez warunku p { n:
jesli p jest liczba pierwsza, a n liczba catkowita, to n? = n (mod p).

Zadania

1. Wykazaé, ze jesli n jest liczba catkowita oraz p, ¢, r sa liczbami pierwszymi, to
qnpﬂm;;w réwniez jest liczba catkowita.

2. Liczby calkowite nieujemne a, b, ¢ spelniaja dla kazdej liczby catkowitej n > 2
podzielnosé n | a™ + b"™ + . Dowiesé, ze a =b=c = 0.

3. W zaleznosci od liczby pierwszej p # 2,5 wyznaczy¢ p-ta cyfre po przecinku
w rozwinieciu dziesietnym utamka %

4. W zaleznosci od liczby pierwszej p > 5 wyznaczy¢ reszty z dzielenia przez p liczb:
@ @-2)!, b @E-3) (2-4-...-(2p—2), (d)1-3-...-(2p—-1).

5. Niech (p1,p2,...,p10) bedzie rosnacym ciagiem arytmetycznym liczb pierwszych.

Wykazaé, ze p1g > 2022.

Rozwiazaé réwnanie 2% 4 17 = y* w liczbach calkowitych dodatnich x, .

7. Dowieéé, ze réwnanie a'l 4 b'' + ¢!! = 111 nie ma rozwigzai w liczbach
catkowitych a, b, c.
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