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Diagram Venna—Griinbauma
z zaznaczong komérka Cy3 53

Notka historyczna. Uzywajac jedynie
okregéw, mozemy narysowac diagram
Venna dla co najwyzej trzech zbioréw.
John Venn wiedzial, ze mozna otrzymacé
diagram dla czterech zbioréw za pomoca
elips, ale przypuszczal, ze nie jest to
mozliwe dla pigciu zbioréw. Dopiero

w 1975 roku, ponad pét wieku po $mierci
Johna Venna, Branko Griinbaum
rozstrzygnal te kwestie, znajdujac
diagram podobny do tego na rysunku
powyzej.
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Reguta wlaczen i wylaczen
Barttomiej BZDEGA
Uogélnimy réwnosé |A U B| = |A| + |B| — |A N B| na wigksza liczbe zbioréw —
zacznijmy od obserwacji tego, co sie dzieje dla trzech. Ponizsze diagramy Venna
pokazuja kolejne etapy przyblizen liczby |AU B U C|.

pierwszy etap drugi etap trzeci etap

W sumie |A| + |B| + |C] (pierwszy etap) elementy nalezace do dokladnie jednego ze
zbioréw A, B, C sg liczone jednokrotnie, nalezace do doktadnie dwéch — dwukrotnie,
a do trzech — trzykrotnie. Wobec tego naturalnym kolejnym krokiem jest wziecie
|Al+ |B|+|C| — |[ANB| — |[BNC| —|C N A|. Tutaj elementy nalezace do dokladnie
jednego lub do doktadnie dwoch sposréd zbioréw A, B, C liczone sa raz, ale
elementy czesci wspélnej AN B N C nie sa liczone wcale. Dopiero w trzecim etapie
otrzymujemy
[AUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—|CNA|+]|ANnBNC|.
Widaé tu pewna... regule. Ogolniej, zachodzi réwnosé
(4) [ATUAs U ... UA,| =81 —So+S3—...+ (—1)" 18,
w ktérej Si jest suma liczb elementéw wszystkich czeéci wspdlnych doktadnie k
sposréd zbioréw Ai, Aa, ..., An, czyli S = Zl<i1<.<.<ik<n |Aiy NoooN Ayl

Aby to uzasadnié, zdefiniujmy komdérke Cyj, .. ;.1 jako zbiér elementéw nalezacych
do Aj, N...NA;, , ale nienalezacych do zadnego A; dla j # j1, ..., jm. Komérkom
odpowiadajg niepodzielne obszary na diagramie Venna. Kazdy element komérki
Cij,....jim} Jest w sumie Sy, liczony tyle razy, ile jest zbioréw postaci A;, N...N A4;,
zawierajacych te komoérke. To zawieranie jest réwnowazne inkluzji {i1,...,ix} C
C{j1,...,Jm}. Poniewaz zbiér m-elementowy ma (7:) podzbioréw k-elementowych,
nasza komoérka w calej sumie (4)) jest liczona

D-0)- @) or()-r-o-e

razy, gdyz (1-1)" = () = (7) + (3) — .-
Newtona.

+(-1)™ (z) na mocy rozwiniecia

Jeszcze kilka uwag na koniec. Zdarza si¢ tak, ze liczba elementéw kazdego ze
zbioréw A;, N...N A;, zalezy tylko od n i k, w szczegblnosci nie zalezy od i1, ..., 1.
Mozemy ja wtedy opisa¢ funkcja F'(n,k) (zadania 2-5). Suma Sy ma (Z) sktadnikéw,
wiec w tej sytuacji S = (Z)F(n, k). Wyrazenia na ogdél nie da si¢ uproscié,

wiec zwykle poprzestajemy na odpowiedzi w postaci sumy, w ktorej upraszczamy
wszystkie sktadniki. Reguly wtaczen i wylaczen czesto nie stosuje sie bezposrednio
do tego, co chcemy obliczy¢, lecz do zliczania obiektéw, ktére zadanych warunkow
nie spelniaja (zadania 2-6). Na przyktad w zadaniu drugim zamiast zlicza¢ rozdania,
w ktorych kazdy gracz ma co najmniej jednego pika, wygodniej zliczaé te, w ktérych
co najmniej jeden gracz nie ma zadnego.

Zadania.

1. Ile poteg (liczb dajacych sie przedstawi¢ w postaci a’ dla naturalnych a,b > 2)

znajduje si¢ w zbiorze {1,2,3,...,10°}?

Ile jest rozdan w brydzu, w ktérych kazdy z graczy ma co najmniej jednego pika?

3. (Problem roztargnionej sekretarki) Mamy n listéw i n zaadresowanych kopert,
kazdemu listowi odpowiada dokladnie jedna koperta. Na ile sposobé6w mozna
umiedci¢ listy w kopertach tak, by kazdy z nich byl w niewtasciwej kopercie?

4. Tle jest suriekcji (funkcji ,na”) ze zbioru {1,2,...,m} do zbioru {1,2,...,n} dla
n<m?

5. Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w szeregu n par malzenskich w taki sposéb, zeby
zadne malzenstwo nie stalo obok siebie?

6. (Sito Eratostenesa) Niech n > 4 bedzie ustalong liczba naturalng. Zat6ézmy, ze
znamy wszystkie liczby pierwsze nieprzekraczajace v/n. Ile jest liczb pierwszych
w zbiorze {1,2,...,n}?
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