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o O ile wyrazenia regularne sa poteznym narzedziem
i do szukania wzorca, to nalezy jednak pamietaé,
< ze nie pozwalaja zdefiniowaé¢ dowolnego jezyka.
Na przyktad za pomoca wyrazenia regularnego nie
" sprawdzimy, czy wszystkie nawiasy sa poprawnie
Q& zamkniete.

O jezykach regularnych pisaliémy w ALI) oraz A(f4.

Rozrywkowym zastosowaniem wyrazen
regularnych sa krzyzowki. W krzyzéwce ponizej
zadanie polega na dobraniu liter w taki sposob,
aby wszystkie wyrazenia regularne byty spelnione.

Kto$ w Internecie sie myli! czyli o twierdzeniu Clairaut

Michat MI, S KIEWICZ * Na jednym z kanaléw edukacyjnych na platformie YouTube widzialem ostatnio
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ARE YoU COMING Tp BED?

) I CANT THIS
15 IMPORTANT.
WHAT? |
S SOMEONE 15 WRONG
ONTHE INTERNET.
/
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Duty calls, Randall Munroe
(xkcd.com /386

Film Eugene Khutoryansky’ego
Beauty of Geodesics mozna obejrzeé:
youtu.be/NfqrCdAjiks

s

Tak nie wygladaja geodezyjne na torusie

do$é popularny (ponad milion wys$wietlen) 10-minutowy film. A w nim dwa
bledy, o ktérych checiatbym napisac.

Nie mozna Slepo wierzyé w tresci znalezione w Internecie, ale to juz wszyscy
wiemy. Zreszta film zawiera duzo pouczajacych animacji, wiec nie zamierzam
przestrzegaé przed jego ogladaniem. Chcialbym zwrdci¢ uwage na inny

aspekt sprawy — oba bledy wynikaja z przesadnego zaufania do symulacji
numerycznych. Symulacja to cudowna rzecz, zwlaszcza jesli pozwala
zwizualizowaé nielatwy fragment matematyki, jakim sa krzywe geodezyjne. Ma
jednak swoje ograniczenia, i czasami nie uciekniemy przed dobra staromodna
matematyka (taka uprawiana na papierze). Mam nadzieje, ze ta teza znajdzie
oparcie w ponizszych przyktadach.

Co to byly za btedy?

Bedzie tu mowa o krzywych geodezyjnych; mozna byto o nich przeczyta¢ m.in.
w Kartografii Plaszczakéw z AL . Krzywe geodezyjne na danej powierzchni
(np. sferze, walcu albo torusie) odpowiadaja prostym na plaszczyznie i opisuja
ruch prosto przed siebie; w kazdym razie na tyle prosto, na ile si¢ da bez
odrywania od powierzchni. W dobrym przyblizeniu geodezyjna uzyskamy, jesli
wzdtuz powierzchni poprowadzimy diugi a waski pasek papieru, nie zginajac go
przy tym.

Okoto 6. minuty filmu pojawiaja sie dwie geodezyjne na torusie. Jedna z nich
poczatkowo ciasno nawija sie woko6! torusa (jak drut na cewce), by po pewnym
czasie przenies¢ sie na zewnetrzng strone i tam juz pozostacé, okrazajac torus
po duzym obwodzie. Whrew obserwacji poczynionej przez narratorke jest to
niemozliwe — geodezyjna, ktéra nawinie sie raz, musi to robi¢ w nieskonczonos¢,
w rownych odstepach czasu przechodzac przez punkt najblizszy $rodka.

Potem widzimy geodezyjne na nieskonczonym lejku, ktory ku dotowi robi

sie dowolnie waski, ale nigdy nie koniczy. Sposrdd kilku geodezyjnych, ktére
poczatkowo kieruja sie ku srodkowi lejka, niektére wydostaja sie z powrotem
na goére, ale pozostale wchodzg glebiej i glebiej. Narratorka ostrzega, ze zegnamy
sie z nimi na zawsze — ale to réwniez nie jest prawda. Pojedyncza geodezyjna
wyslana wprost ku srodkowi lejka rzeczywiscie jest skazana na wieczny spadek,
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Tak nie wygladaja geodezyjne na lejku

Dla skrécenia zapisu bedziemy czasem
pomijaé argument ¢, choé oczywiscie
wszystkie wielkosci sg zalezne od czasu.

Tak jak wczesniej, przez przyspieszenie
krzywej u = (u1, u2, u3) rozumiemy tu
wektor drugich pochodnych

u = (i1, i, i3). To nie to samo co
przyspieszenie odczuwane przez
Plaszczaka, ktérego percepcja ogranicza
si¢ do powierzchni M; dla niego ruch po
geodezyjnej nie wigze sie

z przyspieszeniem (wiecej na ten temat
w Kartografii Plaszczakdéw).

Moment pedu:
|al - |u| - sina

Tak naprawde kat migedzy n i i moze
wynosié 90° — a lub 90° + a.
Najwygodniej jest wiec przyjac

w1l — ugty za definicje L, co niesie ze
soba konwencje dotyczaca znaku a: kat
ten uwazamy za dodatni lub ujemny
zaleznie od tego, w ktéra strone
wskazuje u.

ale wszystkie pozostate predzej czy pdzniej muszg sie wydzwignac i wyjs¢é na
powierzchnie.

Jak wida¢, nie sa to bledy wolajace o pomste do nieba. W pierwszym przypadku
winna jest zapewne dokladnos$é symulacji (i stopniowe nawarstwianie sie bledéw
numerycznych), a w drugim zwyczajny brak cierpliwosci (predzej czy pdzniej
doczekaliby$my sie powrotu geodezyjnych marnotrawnych). Ciekawe jest jednak
to, ze w obu przypadkach mozemy z wlasciwa matematyce pewnoscia wykluczy¢
opisane zachowanie przy uzyciu tego samego narzedzia: twierdzenia Clairaut.

Dwa stowa o geodezyjnych

Bedzie to jednak wymagalo pewnego wstepu. Zacznijmy od punktowego ciala
(o jednostkowej masie), ktérego ruch po przestrzeni euklidesowej R? jest opisany
funkcja u: R — R3 (czyli krzywq) — innymi stowy, pozycja ciata w chwili ¢

to u(t). Chwilowa predkosé ciala to nic innego jak pochodna u(t), a chwilowe
przyspieszenie to druga pochodna 1i(t). Oczywiscie jesli przyspieszenie jest
zerowe, to predkosé¢ nie ulega zmianie. Ale jest tez prawdziwe ciut ogdlniejsze
stwierdzenie:

Stwierdzenie. Jesli w kazdej chwili ¢ przyspieszenie w(t) jest prostopadie do
predkosci u(t), to szybkosé ruchu |a(t)| pozostaje niezmienna.
Dowdd. Wymaga to od nas obliczenia pochodnej kwadratu szybkosci:

% ul? = %(u? + 03 + U3) = 2dyily + 2oy + igiis = 2(a, 1) = 0.
Wynik okazuje sie dwukrotnoscia iloczynu skalarnego u i i, ktéry jest zerowy

dzigki prostopadtoéci u1 L ii. Skoro pochodna [11|? po czasie jest zerowa, to
wielko$¢ ta pozostaje stala. O

Czytelnik z pewnosciag zna ten fenomen na przykltadzie ruchu jednostajnego po
okregu — przyspieszenie do$rodkowe jest niezerowe, ale poniewaz dziata wzdluz
promienia okregu, powoduje jedynie zmiane kierunku u, przy czym |u| pozostaje
state. Podobnie wyglada ruch po geodezyjnej:

Definicja. Majac dana powierzchnie M C R3, krzywa u: R — M nazwiemy
geodezyjna, jesli w kazdej chwili wektor przyspieszenia 1i(t) jest prostopadtly
do M w punkcie u(t).

Wektor 1 jest prostopadly do M, wiec w szczegdlnosci prostopadly do chwilowej
predkosci 1. Ze Stwierdzenia wiemy zatem, ze szybko$é ruchu po geodezyjnej |u|
jest stala!

Zasada zachowania momentu pedu

Podobienstwa ida jeszcze dalej. W przypadku ruchu jednostajnego po okregu,
albo tez ruchu Ziemi po orbicie stonecznej, zachowany jest moment pedu
definiowany jako warto$¢ predkosci |a| przemnozona przez dlugosé promienia
wodzacego |u| (czyli odleglos$é u od poczatku uktadu wspélrzednych) i sinus
kata a miedzy tymi dwoma wektorami (zob. rysunek obok):

Zasada zachowania momentu pedu. Jesli u: R — R? jest krzywa
na plaszczyznie i w kazdej chwili przyspieszenie 1(t) jest réwnolegle do
wektora u(t), to moment pedu L(t) = |u(t)| - |u(t)| - sin a(t) jest staly w czasie.

Dowdd. Jesli obrécimy u o 90°, otrzymamy wektor n = (—uq, u1) tworzacy
z a = (U1, 02) kat 90° — «. Z wlasnosci iloczynu skalarnego mamy wtedy
Uty — UgWy = (n, 1) = |n| - 0] - cos(90° — ).

Poniewaz |n| = |u| oraz cos(90° — «) = sin «, otrzymany wynik to nic innego
jak L. Zrézniczkowanie tego wyrazenia wzgledem czasu daje nam

d d, . . . . - .

@L = @(uluQ — Uglly) = Lts + urlly — Lot — Ugily.
Ponadto wedlug zalozen mamy réwnosci iy = Auq i s = Aus dla pewnej liczby A,
co po podstawieniu redukuje pozostate dwa wyrazy, a zatem %L = 0. O
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W trzech wymiarach ma miejsce analogiczna zasada. Przyjmijmy o$ z jako o$
obrotu i wprowadzmy pewne oznaczenia:
o 7(t) = Jui(t)? 4+ ua(t)? — odleglosé u(t) od osi z;

P o P(t) — plaszczyzna wyznaczona przez o$ z oraz punkt u(t);

e [(t) — kat miedzy wektorem predkosci 0 (t) a plaszczyzna P(t).

Woéweczas zachodzi:

Zasada zachowania momentu pedu II. Jedli u: R — R3 jest krzywa
w przestrzeni i w kazdej chwili przyspieszenie w(t) lezy w plaszczyznie P(t),
to moment pedu L(t) := |a(t)| - r(¢) - sin B(t) wzgledem osi z jest staly w czasie.

Powyzej oznaczyliSmy u jako punkt, a nie
wektor, gdyz punkt zaczepienia (poczatek
ukltadu wspélrzednych) nie gra tu zadnej

roli

Dowdd. Spdjrzmy na caly sytuacje z gory, czyli rozwazmy ewolucje dwbdch
pierwszych wspélrzednych: v := (u1,u2). Warunek @ € P oznacza dokladnie
tyle, ze v wskazuje w kierunku réownolegtym do v. Z dwuwymiarowej zasady
Intuicia stojaca za ZZMP I zachowania momentu pedu wiemy wiec, ze uitis — usty jest stale.

przyspieszenie ku osi z lub réwnolegle
do z nie powoduje obrotu wokoét tej osi;
na moment pedu ma jedynie wplyw
przyspieszenie prostopadle do P.

Pozostaje przekonaé sie, ze wielko$é ta pokrywa sig z L = |a| - r - sin 8. Tak jak
poprzednio, wprowadzmy w tym celu wektor n = (—us, u1,0). Jest on prostopadly
do P, wiec z wektorem u tworzy kat 90° — 8, w rezultacie

urlia — ugty = (n,u) = |n| - || - cos(90° — 3).

T Jako ze |n| = r, interesujace nas wielkosci rzeczywiscie sie pokrywaja. O

(z—R?Z?+22=r

I

A lejek L przez obrét ramienia hiperboli
z=—1/x

Torus 7 powstaje przez obrét okregu
2

¥

Kat 8 miedzy u i P to ten sam kat, co
miedzy u i poludnikiem

prostopadla do P).
Jak to jest naprawde

Na pierwszy ogien wezmy geodezyjna na lejku L. Jesli jej
poczatkowa predkosé u(0) ma kierunek poludnikowy
(wprost ku osi z lub wprost przeciwnie), to tak tez
pozostaje, i geodezyjna moze zgina¢ w czelusciach lejka.
W przeciwnym przypadku mamy S3(0) # 0, a zatem takze
r(0) sin 5(0) # 0. Przypusémy, ze taka geodezyjna réwniez
przepada, czyli ze uz(t) — —oo przy t — oco. Wowcezas
r(t), czyli odlegloéé u(t) od osi z (réwna 1/|us(t)]),
zbiega do zera. To samo mozemy powiedzie¢ o wielkosci
r(t)sin 5(t), gdyz | sin B(t)| nie przekracza wartosci 1.
Tymczasem zbieznosé r(t) sin 5(t) — 0 jest wykluczona
przez twierdzenie Clairaut!

Z torusem T jest troche inaczej. Przyjmijmy, ze
w chwili 0 geodezyjna u przecina wewnetrzna krawedz
torusa, lub réwnowaznie, ze r(0) = R — r (jest to
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Twierdzenie Clairaut

Zalézmy teraz, ze M jest powierzchnia obrotowa, powstala przez obrét wokot
osi z jakiej$ krzywej lezacej w plaszczyznie xz, na przyklad jedng z ponizszych:

T = {(w,y,z) c(Vaz+y? — R)? + 22 =7“2}, L= {(;my,z):z: _\/;TyQ}

Kazda powierzchni¢ obrotows mozemy podzieli¢ na réwnolezniki — okregi
powstajace jako élad ktéregos z punktéw p € M przy obrocie wokot osi z.
Mozemy ja tez pociaé¢ na poludniki — tniemy wéwczas wzdtuz plaszczyzny
wyznaczonej przez punkt p € M oraz o$ z.

Jesli krzywa u: R — M jest geodezyjna, to zgodnie z definicja przyspieszenie
u(t) jest wektorem prostopadlym do M w u(t), a wiec skierowanym ku

osi z. Innymi stowy, wektor i(t) zawsze nalezy do P(t), i zachodzi zasada
zachowania momentu pedu. Uwzgledniajac statosé |u(t)| (na mocy Stwierdzenia),
wyprowadziliSmy w ten sposéb:

Twierdzenie Clairaut. Jesli u jest krzywa geodezyjng na powierzchni
obrotowej, to wielko$¢ r(t)sin §(t) jest stala w czasie.

Pozyteczna jest obserwacja, ze w opisanej przez nas sytuacji 8 jest katem
miedzy wektorem predkosci 1 a poludnikiem, na ktérym lezy u. Jest tak
dlatego, ze kazdy wektor styczny do M w u rozklada si¢ na skltadowa styczna
do poludnika (czyli lezaca w P) i skladowa styczna do réwnoleznika (czyli

minimalna mozliwa odleglo$é od osi z). Pomijajac
skrajny przypadek § = £90° (gdy geodezyjna krazy
po owej wewnetrznej krawedzi), mamy |sin (0)| < 1.
Twierdzenie Clairaut méwi nam, ze w dowolnej chwili ¢
zachodzi

jsin B(t)| = 29 |sin B(0)] < |sin B(0)],
a wiec rowniez | cos B(t)| = | cos (0)] > 0. Jak
wspomnieliémy wezesniej, 3(t) jest katem miedzy
predkoscia a kierunkiem potudnikowym, wiec dolne
ograniczenie na | cos B(t)| to dolne ograniczenie na
sktadowa predkosci odpowiedzialng za nawijanie sie
na torus. Po skonczonym czasie ty geodezyjna musi
wiec powréci¢ do wewnetrznej krawedzi. Wowcezas
z twierdzenia Clairaut wiemy, ze sin 8(tg) = sin 5(0),
wiec historia si¢ powtarza, by¢ moze z rownoleznikowym
przesuniegciem.
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