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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
831 (WT = 2,52) i 832 (WT = 2,24)
z numeru 12/2021

Witold Bednarek 1.6dz 41,13
Kacper Morawski Warszawa 40,83
Andrzej Kurach Ryjewo 40,81
Krzysztof Maziarz Krakéw 40,67
Pawel Najman Krakéw 37,33
Adam Woryna Ruda Sl 36,14
Marcin Kasperski Warszawa 35,34
Marek Spychata Warszawa 34,25
Tomasz Wietecha Tarnéw 31,34

@

Rozwigzanie zadania M 1715.
Niech K bedzie punktem przecigcia
odcinkéw AE i BF. Wtedy

XAKB = XAFB + xFAE =
= XADB + ¥xBDC = xADC =
= XAEC.

Oznacza to, ze BF || CE.

Rozwigzanie zadania M 1716.
Poniewaz

a+1 a b—a

b+1 b b(b+1)’
po przeniesieniu prawej strony na lewa
strone dostajemy do pokazania
nastgpujaca nieréwnosé:

y—x z—y T—z
— < 0.
y(y+1)  z(z+1)  =z(z+1)
Mozemy zatozyé, ze x jest najwigksza
z trzech podanych liczb. Mozliwe sa dwa
przypadki.

1) y > z. Wtedy
z—y z—y
z(z+1)  yly+1)

Dodajac te nieréwnosci, otrzymujemy
<- y—r _ Z-y
z(x+1) y(y+1) =z(z+1)
2) y < z. Wtedy
zZ-y -y r—z r—z
2(z+1) T y(y+1)’
Dodajac te nieréwnosci, otrzymujemy
z—y y—x
2(z4+1)  z(z+1)  yly+1)’

Yy—z y—z

r—z

x

r—z

z(z4+1)  z2(z+1)"

w(z+1)  y(y+1)

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z numeru 3/2022
Przypominamy tresé¢ zadan:

837. Wewnatrz wypuklego n-kata A1 As ... A, lezy taki punkt P, ze kazdy z tréjkatéw PA;A; jest
réwnoramienny (1 < ¢ < j < n). Czy stad wynika, ze wielokat ma okrag opisany, ktérego $rodkiem
jest punkt P?

838. Udowodni¢, ze istnieje nieskoriczenie wiele tréjek liczb catkowitych x, vy, z wigkszych od 1,
spelniajacych réwnanie

ac4+'y4:z2+1.

837. Odpowiedz: tak. Przypusémy bowiem, ze np. PA; # PAs. Odcinek A;As jest
wtedy jednym z bocznych ramion tréjkata réwnoramiennego PA; Az, wobec czego kat
A1 PA; jest ostry. Przez punkt P prowadzimy prosta B1C1, prostopadla do PA1, oraz
prostg B2Cs, prostopadla do PAsz; punkty B;, C; wybieramy na tych prostych tak, by
katy A2PB1, A1PB; byly ostre, a katy A2PC1, A1 PCs rozwarte (wéwczas takze katy
B1PC5, BoPCh sa ostre, a B1PBa, C1 PC> rozwarte).

Gdyby w obszarze kata wypuklego C1PC> (branego z brzegiem) lezal jakis
wierzchotek Ay, katy A1 PAg, A2 P Ay bylyby rozwarte (lub proste); réwnoramienne
tréjkaty A1 PAy, As PAj, musialyby mieé¢ réwne ramiona PA;, PAy, PAs, wbhrew
przyjetemu zatozeniu. Tak wiec w tym obszarze nie ma wierzchotkéw badanego
wielokata.

Skoro P jest punktem wewnetrznym tego wielokata, a w sektorze Cy PC nie

ma wierzchotkéw, zatem wewnatrz kata wypuktego Be PC1 musi lezeé jakis
wierzchotek A;. Podobnie, wewnatrz kata wypuktego B1 PC> musi leze¢ jakis
wierzchotek A;. W kazdym z trojkatow réwnoramiennych A PA;, A;PA;, A;PA,
kat przy wierzchotku P jest nieostry, skad wniosek, ze odcinki PAs, PA;, PA;, PA:
sg réwnymi ramionami tych trojkatéw. To ostatecznie obala przypuszczenie, ze

PA; # PAs, i uzasadnia odpowiedz ,tak” na postawione w zadaniu pytanie.

838. Kluczem do podanej nizej konstrukcji jest tréjka pitagorejska (8,15,17). Okreslamy
nieskoniczone rosnace ciagi liczb naturalnych (z,), (y») wzorem rekurencyjnym:

To =2 Tnt1 = 11z, + 15y,
(1) 0 i Y dla n=0,1,2,...

Yo = 1 Yn+1 = 81'77, + 11yn
tatwo sprawdzié, ze 895%4_1 — 15yi+1 = 82 — 15y2; a skoro 8z2 — 152 = 17, zatem
(2) 822 —15y2 =17 dla n=0,1,2,...
Stad dalej wynika, ze
) 1722 -8 17y2 + 15

5 8

(wystarczy wymnozy¢ ,na krzyz” te utamki i skorzystaé z réwnosci (2)).
7 okredlenia (1) widaé, ze y2,1 = y2 (mod 8); stad y2 =1 (mod 8) dla wszystkich
n > 0, dzieki czemu

dla n=0,1,2,...

17y2 +15=0 (mod 8)
To pokazuje, ze wspélna wartosé¢ wyrazen (3) jest (dla kazdego n) liczba catkowita.

Oznaczmy ja z,. Wowczas
= ()5 ()= () (P () () -
Z"*<17 at\1) =17 15 17 8 -
» 8 )2 ( > 15)2 4, 4 2(8z3 — 15y3)
= _ — _— = _—_— 1
(xn Tt Tn + Yn 17 +1
co wobec réwnosci (2) oznacza, ze 22 =z + ya — 1. Kazda tréjka (€n, Yn, 2n) jest wiec
rozwigzaniem badanego réwnania diofantycznego.

dla n=0,1,2,...

Uwaga. Te serig¢ rozwigzan wskazal Witold Bednarek, autor zadania. Istnieje wszelako
bardzo wiele innych rozwigzan. Podobna seri¢ mozna wygenerowa¢ na przyktad przez
rekurencje liniowa o =3, yo =1, Zn+1 = 1925 +40yn, Ynt+1 = 92n + 19y, (tu
kluczem jest tréjka pitagorejska (9,40, 41)); poczatkowe wyrazy ciagu (zh +ya — 1)
to 9%,96442, ... ; i wszystkie dalsze tez sa kwadratami; aby sie o tym upewnié,

warto wyrazi¢ liczby 2z, = v/ + ys» — 1 wzorami analogicznymi do (3). Zachgcamy
do znalezienia jeszcze innych (podobnych) serii — np. takiej, w ktérej znalaztoby

sie rozwigzanie x = y = 13; lub tez — co ciekawsze — do rozpoznania ogdlniejszego
schematu, ktéry kryje sie za tymi przyktadami.
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Klub 44 F

Rys. 1

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
728 (WT =3,23) 1729 (WT = 1,5)

z numeru 12/2021

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Rozwigzania zadain z numeru 3/2022
Przypominamy tresé¢ zadan:

734. Na poziomym stole lezy szpulka, na ktérg nawinigta jest cienka, niewazka, gltadka nic.

Promien zewnetrzny szpulki wynosi R, wewnetrzny r. Koniec nici przeciggniety jest przez niewielki
otwor znajdujacy sie na wysokos$ci h nad powierzchnia stolu. W chwili poczatkowej szpulka jest
nieruchoma, a ni¢ pionowa (rys. 1). Koniec nici zaczynamy ciggnac stala sila F' i szpulka toczy sig¢
po stole bez poslizgu. Znalez¢é maksymalng predkosé szpulki. Masa szpulki wynosi M. Nalezy przyjac,
ze polowa tej masy skupiona jest na osi szpulki, a druga potowa roztozona réwnomiernie na obwodzie
zewnetrznym o promieniu R.

735. Prostopadloscienne naczynie z woda stoi na dwéch podporach symetrycznych wzgledem osi
naczynia i odleglych od siebie o L. Nad woda, na poprzeczce taczacej krawedzie naczynia, wisi na
nici kawalek olowiu o masie M, w odleglosci I od osi naczynia (rys. 2). Sily reakcji podpér wynosza
Ry i R, odpowiednio dla lewej i prawej podpory. Jakie beda te sity reakcji, gdy ni¢ wydtuzymy

i oléw zanurzy si¢ w wodzie? Gestosé olowiu jest n razy wigksza od gestosci wody.

734. Po przylozeniu sity F' szpulka zaczyna toczy¢ si¢ w prawo. Sila naciggu nici N,
réwna co do wartosci sile F', jest jedyna sily dzialajaca na szpulke, ktéra ma niezerowy
moment wzgledem punktu podparcia. Powoduje on wzrost predkosci katowej wzgledem
chwilowej osi obrotu az do chwili, gdy przedtuzenie nici przechodzi przez punkt
podparcia i ramie sily N jest réwnolegle do tej sity (rys. 3). Potem moment sity
zmienia zwrot na przeciwny, szpulka zwalnia, a po zatrzymaniu zaczyna toczy¢ sie

w druga strone.

Sita F jest jedyna sila zewnetrzna wykonujaca prace nad uktadem, zatem zmiana
energii kinetycznej szpulki réwna jest pracy tej sity:

(1) FAL = Mv?/2 + Mv? /4 = 3Mv* /4,
gdzie v jest szukana predkoscig maksymalna,
(2) Al =|PC|=|PB|— |PAz|+s

dlugodcia nici wyciagnietej przez szczeline, a s to dlugoéé nici odwinietej ze szpulki.
Zachodza zwiazki : |PB| =h — R, |PAz|=h/cosa — Rcosa.

Aby znalezé s, oznaczmy przez A; polozenie w chwili poczatkowej punktu nici, ktéry
w chwili koiicowej jest styczny do szpulki w punkcie Az. Poniewaz szpulka toczy sie bez
poslizgu, droga |O102| = |BO2| — r = htg a — r przebyta przez $rodek szpulki réwna jest
dtugosci tuku zakredlonego w tym czasie przez punkt na obwodzie szpulki: |O102| = S8R,
gdzie 8 = xA10:1 A.

Dtugosé tuku, jaki zatoczyl wyrdézniony punkt nici, wynosi s1 = f8r, a dtugosé nici
odwinietej ze szpulki s = s1 + ar. Podstawiajac to do wzoru , otrzymujemy

3) Al=h—R— (h/cosa— Rcosa) +r (htga —r)/R+ ar.

Wyrazajac wszystkie funkcje kata o we wzorze przez sina = r/R i podstawiajac
do 7 otrzymujemy maksymalng wartos¢ predkosci szpulki:

v= \/4F {rarcsin (r/R) —r2/R+ (h— R) (1 —/1— (r/R)Q)} /3M.

735. Gdy cigzarek zanurzy si¢ w wodzie, sila naciagu nici zmaleje o wielko$¢ réwna
sile wyporu Fa = Mg/n, a tym samym zmaleje sita nacisku poprzeczki na krawedzie
naczynia. Jednoczeénie podniesie si¢ poziom wody w naczyniu i jej parcie na dno
wzrosnie o taka sama warto$¢ Fla, bo sily zewnetrzne dziatajace na uklad nie zmieniaja
sie. Suma sil reakcji podp6r pozostanie niezmieniona:

R1+R2:R/1+Rl2.

Konrad Kapcia Poznan 2 - 3,24
Tomasz Rudny Poznan 41,38 Jezeli sita reakcji lewej podpory wzrosnie o wartoéé f, to prawej zmaleje o taks sama
Ryszard Baniewicz Wtloctawek 38,63 ‘2 s . ;s
Stawomir Bué Mystkow 38,53 v:aI;itosc. Wypadkowy moment dodatkowych sit wewnetrznych musi byé rowny zeru,
Tomasz Wietecha  Tarnéw 15 — 38,49  SLg
Mateusz Kapusta  Wroctaw 35,59 QfL/2 = Fal, [= Mgl/(nL).
Jacek Konieczny Poznan 33,42 : i .

~ zukane sity reakcji nosza;:
Ryszard Wozniak — Krakéw 3296 Szukane sity reakeji wynosza

/ /
R, = Ry + Mgl/(nL),  Rb= Ry— Mgl/(nL).

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadari z numeru n w terminie wspotczynnik trudnosci danego zadania: WT =4 — 3S/N, przy czym
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesyltaé réwniez pocztg elektroniczng pod adresem Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.
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