Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 843, 844

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

843. Po krawedziach wypuklego wieloscianu petza zuk. W kazdym wierzchotku
wieloScianu schodzg sie trzy krawedzie. Po dojsciu do wierzchotka zuk nie

zawraca w krawedz, ktérg przyszedl, lecz wybiera jedna z pozostalych dwéch

Termin nadsyltania rozwigzan: 31 VIII 2022

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
829 (WT = 3,29) i 830 (WT = 1,43)
z numeru 11/2021

krawedzi — lewa lub prawsg (orientacja: lewo/prawo — tak, jak widaé, patrzac

z zewnatrz wieloScianu). Gdy na jednym rozdrozu zuk wybral wariant lewy, na
nastepnym wybiera prawy — i na odwrét. Dowiesé, ze w pewnym momencie zuk
wroci do punktu, z ktérego rozpoczal wedréwke.

844. Wyjasnié, czy istnieje liczba pierwsza p, dla ktorej suma

1P 43P ...+ (2p—1)P

Witold Bednarek Lédz 39,87
Krzysztof Maziarz Krakéw 38,88
Kacper Morawski Warszawa 38,59
Andrzej Kurach Ryjewo 38,29
Pawel Najman Krakéw 37,33
Adam Woryna Ruda S1. 36,14 3 &e1 i 3
Moroin Kacporski Wasazams 3691 jest szesScianem liczby naturalnej.
Marek Spychata Warszawa 31,73
Tomasz Wietecha Tarnéw 31,34

Rozwigzania zadan z numeru 2/2022
Przypominamy tresé¢ zadan:

835. Dana jest liczba naturalna n podzielna przez 3 oraz ciag

(z1,...,2pn) o wyrazach 1, 2 lub 3, przy czym jedynek, dwdjek i tréjek
jest tyle samo (po n/3). Dowie$é, ze dla pewnych numeréw k, I
(1 € k <1< n) zachodzi réwno$é¢ xp + ...+ z; = n.

836. (a) Wykazad, ze istnieje nieskoriczenie wiele dodatnich liczb
rzeczywistych z, dla ktérych oba wyrazenia z'/? 4 272 oraz

z1/3 —+ z—1/3 maja wartosci catkowite.

(b) Ustali¢, ile jest liczb = > 1 o powyzszej wlasnosci takich, ze |z]
ma w zapisie dziesigtnym nie wigcej niz 2022 cyfry.

835. Niech sy =21+ ...tz dlak =1,...,n (wiec s, = 2n)
i niech S = (s1,...,sn). Sasiadujace elementy ciagu S réznia
sie co najwyzej o 3.

Przypus$émy, ze teza zadania nie zachodzi. Wtedy sk # s; +n
dla k,1 =1,...,n. Ma wiec miejsce réwnowaznosé:

(1) teS <= t+n¢sS date{l,...,n}

Skoro 2n € S, zatem n ¢ S.

Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy n — 1 € S. Niech

n — 1 = sp,. Przyjmijmy, ze w ciagu M = (x1,...,Zm) jest
a jedynek, b dwojek, c tréjek. Tak wiec

(2) a+2b+3c=n-—1.

Niech z; bedzie jedna (dowolna) z tych a jedynek. Liczby
a = sj_1, B = s; rézmia si¢ o 1 (gdy j = 1, przyjmujemy
a = 0). Liczby o +n, 8+ n nie naleza do S (wtasnosé¢ (1)).
Wsréd trzech kolejnych liczb musi by¢ element S, wobec
czego liczby y=a+n—1, 6 =+ n+ 1 nalezg do S;
réznig sie o 3, wiec wyznaczaja pewien element x, = 3
(ten, dla ktérego s, = 4). W ten sposéb kazdej jedynce

z ciagu M zostata przyporzadkowana pewna trdjka

z ciagu N = (Tmt1,- .-, Tn).

Na odwrét, biorac dowolny element z,, = 3 z ciagu N,
widzimy, ze liczby § = s, oraz v = § — 3 nalezg do S, liczby
v+ 1, § — 1 nie naleza, wicca=v+1—-n,=d—1—n
naleza (wlasno$é (1)) i wyznaczaja pewien element

x; =1 (ten, dla ktérego s; = 8) — kazdej tréjce z ciagu N
zostala przyporzadkowana pewna jedynka z ciggu M. Te
przyporzadkowania sa wzajemnie odwrotne i ustalajg bijekcje
miedzy jedynkami w M i tréjkami w N. Mamy wiec a tréjek
w ciagu N oraz c tréjek w ciggu M. Stad

(3) a+c=n/3
(bo tyle jest wszystkich tréjek w (z1, ..

Sy Tn)).
Pozostaje przypadek, gdy n —1 ¢ S. Wtedy n+1€ S
(bon ¢ S). Niech n + 1 = s,,. Odwracamy kierunek;
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Zadanie 844 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

oznaczamy przez a, b, ¢ liczby jedynek, dwéjek, tréjek

w ciagu (Tm+1,.-.,2Zn) = N, ktérego elementy teraz sumuja
sie do wartosci s, — sm = n — 1; wzér (2) nadal w mocy.
Rozumowanie analogiczne jak poprzednio ustala bijekcje
miedzy jedynkami w N i tréjkami w M i ponownie implikuje
réwnosé (3).

Uzyskane w obu przypadkach zaleznosci (2) i (3) daja
oczekiwang sprzecznosé:
6(b+c)=3(a+2b+3c)—3(a+c)=3(n—1)—3(n/3)=2n-3
(liczba parzysta réwna nieparzystej); koniec dowodu.
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836. Niech ¢ = 2'/% + 76, Wowezas
(4) 2427 =F -3¢, Py =-2
Jasne, ze jesli ¢ jest liczba naturalna wiekszg od 1, to te
warto$ci sg liczbami naturalnymi. Ale i na odwrét: jezeli
liczby ¢® — 3¢ oraz c? — 2 (wigc takze ¢® oraz ¢? — 3) sa
naturalne, to ¢ = (¢® — 3¢)/(c® — 3) jest dodatnia, liczba,
wymierng o kwadracie catkowitym — jest wiec liczba
naturalna. Rozwazany warunek, by wartosci wyrazen (4)
byty caltkowite dodatnie, sprowadza sie do tego, by liczba
c=g'/0 4 47 1/0 byta catkowita.

Funkcja f(z) = z'/% 4+ 7Y/ przyjmuje (dla = > 0) wszystkie
wartosci z przedzialu [2, 00). Punkty, w ktérych przyjmuje
wartosci catkowite ¢ > 2, tworza zbidér nieskonczony; to

teza (a) zadania.

W czesei (b) chodzi o ustalenie, w ilu punktach

przedziatu [1,10?°?%) ma ona wartoéci catkowite.

Poniewaz jest w tym przedziale ciggta i $cisle rosnaca,

jest to po prostu pytanie o to, ile jest liczb catkowitych

w przedziale J = [f(1), £(10?°?%)). Skoro f(1) = 2,

za$ f(10%9%%) = 1037 +1072%7 < 1037 + 1, zatem do
przedziatu J nalezg liczby catkowite 2,3, ...,10%7, i tylko
one. Jest wiec 1037 — 1 tych liczb, i taka jest odpowiedz na
pytanie (b).



Klub 44 F Zadania z fizyki nr 740, 741

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

740. Gdy pocisk wystrzelony pionowo do géry rozrywa sie w najwyzszym

L L punkcie toru, to rozpada sie na bardzo duzo odtamkoéw lecacych réwnomiernie
I we wszystkie strony z predkoécia poczatkowa vg. Taki sam pocisk lecacy

pionowo w dot rozrywa sie na wysokoéci H nad ziemia i w chwili rozerwania

Termin nadsylania rozwigzati: 31 VIIL 2022y predkosé u. Kiedy odlamki bedg padaé na ziemie z najwieksza czestoscia?

C
® 741. Na nieruchome, ptaskie zwierciadto o masie m pada prostopadle do jego
A powierzchni ptaska fala $wietlna o energii Wy. Znalezé predkosé koncowa
- zwierciadla i energi¢ odbitej od niego fali. Rozwazy¢ przypadki graniczne,
gdy energia fali padajacej jest duzo wigksza oraz duzo mniejsza od energii
spoczynkowej zwierciadla.

E . . ,

Rozwigzania zadan z numeru 2/2022
Rys. 1 Przypominamy tresé¢ zadan:

Yy 732. Niewazki pret z umocowang na koncu kulka o masie m postawiono pionowo na podlodze.
Kulke mozemy traktowac jako punkt materialny. Pret zaczyna przewracac si¢ z zerowg predkoscia
poczatkows i nie §lizga si¢ do chwili, gdy przestaje naciska¢ na podloge. Jaka wartosé¢ ma w tej
chwili kat ag, jaki pret tworzy z pionem? Ile wynosi wspélczynnik tarcia miedzy pretem a podloga?

N Ile wynosi sita tarcia, gdy pret tworzy z pionem kat a < ag?

mg 733. Zmienne pole magnetyczne wytwarza w jednorodnym przewodniku ADBEA w ksztalcie okregu
(rys. 1) stalg sile elektromotoryczna e. Linie pola magnetycznego sa prostopadle do plaszczyzny
T T przewodnika i przechodza przez powierzchni¢ w ksztalcie kota zacieniowana na rysunku, pole ma
o$ symetrii przechodzaca przez $rodek przewodzacego pierscienia i prostopadla do plaszczyzny
Rys. 2 przewodnika. W punktach A i B do pierscienia podlaczony jest amperomierz. Opory przewodnikéw
ADB, AEB i ACB wynosza odpowiednio Ry, Ro i Rs. Jakie jest napigcie miedzy punktami A i B?
732. Pret nie §lizga sie, wiec kulka porusza si¢ po okregu Roéwnania ruchu w kierunku poziomym i pionowym maja
o érodku w punkcie podparcia. Sity dziatajace na uktad postaé
przedstawia rysunek 2. Przyspieszenie katowe ¢ oraz predkosé T = maz, N —mg = may,
katowa w mozemy wyliczy¢ z réwnania ruchu obrotowego stad szukana sila tarcia
2
mglsina = ml"e T = 3mgsina (cosa — 2/3),
i z zasady zachowania energii sita nacisku
2
mgl (1 — cosa) = m(wl)“/2, N =3mgcosa(cosa —2/3).
gdzie przez | oznaczyliSmy dlugo$é preta. Pret przestanie naciskaé¢ na podtoge, gdy cosao = 2/3,
. . . . 2 . . oo = 48°.
Przyspieszenie dosrodkowe kulki aq = w*l, przyspieszenie
ySp , PTZYSp
styczne as = &l, przyspieszenia w kierunkach poziomym Poslizg nie wystapi dla katéow a < ao, gdy wspoétczynnik tarcia
i pionowym: spelnia warunek
Gz = asCOSa —aqsina, ay = —assina — aqcosa. p>T/N =tgao = /5/2.

733. Oznaczmy natezenia pradu na elementach obwodu ADB, AEB i ACB przez

I, I, I3, a sity elektromotoryczne indukcji przez €1, €2, €3. Przyjmijmy dla ustalenia
uwagi, ze prad w przewodniku kolowym ptlynie przeciwnie do wskazéwek zegara.
Zachodzg zwiazki: €1 + €2 = ¢, R1/(R1 + R2) = €1/ (z symetrii problemu) oraz €1 = €3
(pole magnetyczne nie przenika przez obszar ograniczony konturem ACBD).

Roéwnania Kirchhoffa dla obwodu elektrycznego przedstawionego na rysunku 3 sa takie
same jak dla ukladu na rysunku 1. Maja one postaé:
e—Rolo — R4 :0, R4 :R3]3, Is =1 + Is.

E3
R
I
3 n 3
A |£ ;] B Rozwigzujac ten uktad rownan, otrzymujemy natezenia pradu, w szczegdlnosci
1
Ea

Ry
I
2 I IER3/(R1R2+R2R3+R1R3).

Szukana réznica potencjaléw miedzy punktami A i B dana jest wzorem

Rys. 3 Va—Vp=e1—Ri) = 5312R2/(R1 + R2) (R1R2 + R2R3 + R1R3).

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspolezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.

19



	Klub44

