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Rozwigzanie zadania M 1712.
»Wedrujmy” po sektorach w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.
W pewnym momencie, tuz za niebieskim
sektorem N, znajduje si¢ czerwony
sektor C. Bez straty ogélnosci mozemy
zaltozyé, ze n jest liczba zapisang

w sektorze N. Niech liczba k bedzie
zapisana w sektorze C.

Rozwazmy grupe k sektoréw, patrzac
w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara, zaczynajac od C.
Niech wéréd nich bedzie a niebieskich
i b czerwonych sektoréw. Niebieskie

sektory zawierajg liczby 1,2,...,a za$
czerwone zawierajg liczby
k,kE—1,..., k — (b —1). Poniewaz

a+b=k,tok—(b—1)=a+1, ato
oznacza, ze sektory te zawieraja kazda
z liczb od 1 do k doktadnie raz.

Rozwazmy teraz grupe n — k sektoréw,
patrzac zgodnie z ruchem wskazéwek
zegara, zaczynajac od sektora N. Niech
wéréd nich bedzie ¢ niebieskich

i d czerwonych sektoréw. Liczby

w niebieskich sektorach to kolejno
n,n—1,...,n— (c—1), a liczby

w czerwonych sektorach to odpowiednio
k+1,k+2,...,k+d. Z réwnosci

¢+ d =n — k, podobnie jak wyzej,
wnioskujemy, ze kazda z liczb od k£ + 1

do n wystepuje doktadnie raz. Polaczenie

tych dwéch grup daje nam szukany
pélokrag.

Jak rzuci¢ monetg, ktérej nie ma?
Stanistaw CICHOMSKI*

Rzut monetg jest jedna z najstarszych metod podejmowania decyzji

i rozstrzygania sporow. Jesli stoisz na rozstaju drog i nie wiesz, dokad iS¢,

ale musisz wybra¢ — w lewo czy w prawo? — rzut moneta moze byé catkiem
rozsadnym rozwigzaniem. C6z z tego, skoro moneta, ktora trzymasz w kieszeni,
zupelnie sie do tego nie nadaje... Potrzebujesz przeciez monety symetrycznej,
takiej, ktorej awers i rewers wypadaja z rownym prawdopodobienstwem. Twoj
dukat na symetryczny nie wyglada: z jednej strony wybito krzywego orta, druga
przedstawia podobizne tysego kroéla.

Zal6zmy zatem, Ze szansa na wyrzucenie orta wynosi p, gdzie p € (0, 1) jest pewna
nieznana stala. Czy istnieje procedura, ktéra w oparciu o serie rzutéw

naszym dukatem pozwoli nam decydowaé, czy skreci¢ w lewo, czy

w prawo — z réwnymi prawdopodobienstwami? Czy korzystajac z monety
o nieznanym wywazeniu, da si¢ zasymulowaé rzut moneta idealnie symetryczna?

Przez D1, D, D3, ... oznaczmy kolejne rzuty dukatem. Niech O (orzel)
i R (reszka) beda mozliwymi wynikami pojedynczego rzutu. Zakladamy
naturalnie, ze wszystkie rzuty sa niezalezne, skad np.

P(O,0,R,0,R) =P(D; = 0)°-P(D; = R)*> = p*(1 - p)*.

Prawdopodobienstwo ustalonego ciagu zalezy od liczby wystepujacych w nim
ortéw, ale nie zalezy juz od ich kolejnosci. W poszukiwaniu symetrii przyjrzyjmy
sie podwdjnemu rzutowi (Dy, Ds):

P \ Dy =0 \ Dy =R
D=0 p? p(1—p)
Di=R|(1-pp | (1-p)?

Choé¢ p € (0,1) jest nieznane, to niewatpliwie P(O, R) = P(R, 0), i mamy:

P(O, R) p(1—p) 1
P(O,R |Dy # D5) = = =z,
(0.% | ) P(D1#D2)  p(l—p)+(1-pp 2
tzn. szanse na wyrzucenie (O, R) i (R, O), pod warunkiem D; # Ds, sa takie
same! Szukana procedura jest wiec bardzo prosta — rzucamy dwoma dukatami
(lub jednym dwukrotnie) az do pierwszego momentu, gdy uzyskamy dwa rézne
wyniki:

1. niech 7 = min {j 2 1: D2j—1 7& ng},
2. (a) jesli (Dgi—1,Da2;) = (O,R), skre¢ w lewo,
(b) jesSli (Dg;—1,Da9;) = (R,0), skre¢ w prawo.

Odnotujmy, ze P(i < co) wynosi oczywiscie 1, czyli na pewno predzej czy pdzniej
bedziemy w stanie podjaé¢ decyzje. O

Powyzsza zagadke wymyslil i spopularyzowal genialny John von Neumann.
Problem spodobatl sie¢ niestychanie — dzis rozrést sie¢ w multum egzotycznych
odmian, znanych zbiorczo pod hastem Fabryka Bernoulliego. Niech

f:(0,1) — [0,1] bedzie ustalona funkcja. Fabrykq Bernoulliego funkcji f
nazywamy kazda procedure, ktora korzystajac z ciggu niezaleznych rzutéw
(zmiennych Bernoulliego) D1, Da, D3, ..., gdzie

P(D;=1)=1-P(D; =0)=p, dlai=1,23,...,
produkuje nowa monete (zmienng) M, o rozkladzie
P(M =1) =1-P(M =0) = f(p),
dla kazdego wyboru p € (0,1). Zagadce von Neumanna odpowiada po prostu
funkcja stata f = 1.
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Zadanie 1. Zaprojektuj fabryke Bernoulliego dla:

(a) f(p)=1-p,
(b) f(p)

Wskazéwka do (d):
s =1-p+p"—p"+p' — ...

=p? —3p® + 3p* — p°,

(©) () = ey
() () = 1h-

Nie nalezy sadzi¢, by wszystkie zadania tego typu byly réwnie proste.
Zmnalezienie odpowiedniej procedury wymaga czasem odrobiny szczescia

i niebagatelnej pomystowosci. Jako dobry przyklad rozpatrzmy teraz przypadek
fabryki Bernoulliego, ktéra Santosh Vempala zaprojektowat dla funkcji f(p) = \/p.

(%)

gdzie C), :=
to:

()

1, 1, 2, 5, 14, 42, 132,

Na dobry poczatek zacznijmy od przedstawienia f(p) w formie wyrobu
wielomianopodobnego: rozwijajac /p w szereg Taylora wokét punktu po = 1,
dla p € (0,1) dostajemy tozsamosé

oo C .
\/521_222114_1(1_ ) +17

n=0

(dla n = 0 mamy Cjy = 1). Poczatkowe wartosci ciagu Cp,

429, 1430, 4862, 16796,

Szczelliwy traf polega na tym, ze (Cy)n>0 to tzw. ciag liczb Catalana, ktéry

pojawia sie naturalnie w rozmaitych problemach kombinatorycznych dotyczacych
zliczania. W naszym przypadku pomocna bedzie nastepujaca charakteryzacja,
ktorej uzasadnienie mozna znalezé w artykule Joanny Jaszunskiej Drogi

Przyklad ciggu binarnego spetniajacego
a)ib) (n=5):
1, 0,1, 1, 0,1, 0, 0, 1, O.

w kratach i kino (AV}).

Istnieje doktadnie C,, takich ciggow binarnych dlugo$ci 2n, w ktorych:

a) wystepuje po réwno n zer i n jedynek,
b) w kazdym poczgtkowym podciggu wystepuje nie mniej jedynek niz zer.

I c6z z tego wynika? Otdz. ..

clou programu polega na tym, by teraz chytrze

zinterpretowaé prawg, strone . Rozwazmy nastepujacy eksperyment: rzucamy
symetryczng moneta tak dlugo, az taczna liczba wyrzuconych ortéw po raz

pierwszy przekroczy liczbe wyrzuconych reszek —

liczba orlow i reszek rézni

sie wtedy o 1, skad liczba wykonanych rzutéw musi by¢ nieparzysta. Szansa,
ze zdarzenie to zrealizuje sie w (2n + 1)-szym rzucie, wynosi zatem dokladnie

C’n . 2—(2n+1) .

I to jest juz prawie koniec — nalezy jeszcze sprytnie
zauwazy¢, ze rzucaé symetryczna monetg nauczyliSmy
sie na samym poczatku! Niezawodna fabryka wyglada
wiec nastepujaco:

1. Rzucamy symetryczna moneta tak dlugo, az
taczna liczba wyrzuconych ortéw po raz pierwszy
przekroczy liczbe wyrzuconych reszek; oznaczmy
liczbe wykonanych rzutéow przez .

2. Niech 7 = 2n + 1 (7 jest nieparzyste); wykonujemy
n + 1 rzutéw krzywym dukatem:

Dy, Do, ..., Dy, Dyy,

(a) jesli maxigignt1 Di =0 (wypadly same reszki),

zwrdé M =0,
(b) jesli maxigigny1 Di =1 (wypadl choé jeden
orzel), zwréé M = 1.

Dlaczego ten algorytm dziata? Céz, mozemy wszakze

rozpisaé:
=> P(M=0]r=2n+1)P(r=2n+1) =
n=0
o] Cn
= Z(l - p)n+1 22n+1 )
=0
skad P(M ) jest réwne prawej stronie (). O
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Kluczowym elementem poprzedniej konstrukcji byto
wielokrotne uzycie triku von Neumanna. Skoro umiemy
symulowaé rzut moneta symetryczna, to o nastepnych
problemach mozemy juz mysle¢ tak, jakby$my taka
wlasnie monete tez juz mieli w kieszeni.

Okazuje sie, ze mozna doktadnie scharakteryzowaé
wszystkie te funkcje, dla ktérych Fabryka

Bernoulliego istnieje. Matematycy Michael S. Keane

i George L. O’Brien pokazali bowiem, ze rozwiazanie dla
funkeji f: (0,1) — [0, 1] istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnia ona nastepujace dwa warunki:

1. f jest ciagla,
2. f jest stala lub istnieje taka liczba catkowita n, ze

min { f(p),1 = f(p)} > min{p", (1-p)"},
dla wszystkich p € (0,1).

W szczegblnosei, funkcje f(p) zadane wzorem
1
;7 \3[7 COS(p)v

sa wszystkie symulowalne (!) Z drugiej wszak strony,

funkcji tak prostej jak

f(p) = min{1,2p}
nijak wyprodukowa¢ si¢ nie da.

e P, log(l+p)


http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/kombinatoryka/2013/12/31/Drogi_w_kratach_i_kino/
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