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Wspoblliniowosé i katy
Barttomiej BZDEGA

Zaczne od trzech prostych motywéw, na ktérych opieraja sie zadania z biezacego
kacika (w trzecim punkt Y lezy na odcinku PQ).

motyw 1

Z Z Z

motyw 2 motyw 3

X X X
X, Y, Z sa wspdélliniowe X, Y, Z sa wspdblliniowe
<~
[¥XPXY|=|xPXZ|

X, Y, Z sa wspdélliniowe

<~ <
|%PY X| 4+ |%PY Z| = 180° |$XYQ| = |xZYP|

A oto zastosowanie motywu 3 w dowodzie twierdzenia o prostej Eulera (inny
dowéd, wykorzystujacy jednoktadnosé, pokazatem w 22. kaciku (AlY); ten
jest znacznie bardziej elementarny). Standardowo przez H, O, S oznaczamy
odpowiednio ortocentrum, $rodek okregu wpisanego i $rodek ciezkosci
tréjkata ABC, niech ponadto Cy bedzie srodkiem odcinka AB.

Wybierzmy taki punkt P, by czworokat C'H BP byl réwnoleglobokiem.

Wtedy |<ABP| = |xACP| = 90°, wiec AP jest $rednica okregu opisanego na
trojkacie ABC, w szczegdlnosci punkt O jest srodkiem odcinka AP. Ponadto
punkt C jest $rodkiem odcinka AB, wiec C10 jest odcinkiem srodkowym

w tréjkacie ABC, czyli |C10| = 1|BP| = 1|CH|. Z wlasnosci srodkowych
mamy |C1S| = £|CS|, a z réwnoleglosci OC; || HC' (obie proste sa prostopadle
do prostej AB) mamy |xOC,S| = |xHCS)|. Z powyzszych rozwazan wynika,
ze tréjkat OCLS jest podobny do tréjkata HC'S, wiec |<C108| = |«CHS|.
Na mocy motywu trzeciego dowodzi to wspotliniowoéci punktéw O, S, H.

Piekne zastosowanie motywu 2 mozna znalezé w 82. Deltoidzie Joanny
Jaszunskiej (A1), w dowodzie twierdzenia o prostej Simsona.

Zadania.

1. Okregi 01 i 02 przecinaja sie¢ w punktach A i B. Odcinek AP jest srednica
okregu o1, a odcinek AQ — okregu 0o. Wykazaé, ze punkty B, P, @ lezg na
jednej prostej.

2. Odcinek AB jest czescig wspdlng siedmiokatéw foremnych ABCDEFG i
BAHIJK L. Wykazaé, ze punkty oznaczone samogloskami sa wspdtliniowe.

3. Czescia wspolna kwadratow ABCD i DEFG jest odcinek DG, zawarty
w odcinku AD. Okregi opisane na tych kwadratach przecinajg sie w punkcie
P # D. Udowodni¢, ze punkty C, G, P leza na jednej proste;j.

4. Prosta { oraz okregi o1 i 02 sa styczne w punkcie T'. Okrag o, przechodzacy
przez punkt T', przecina prosta £ oraz okregi o1 i oo w punktach odpowiednio
P, K i L, réznych od T. Proste PK i PL przecinaja po raz drugi okregi o;

i oo w punktach odpowiednio A i B. Wykazaé, ze punkty A, B i T leza na
jednej prostej.

5. Dany jest szeSciokat foremny ABCDEF. Punkty K i L leza na odcinkach
odpowiednio BD i DF, przy czym |BK| = |DL| = |AB|. Udowodnié, ze
punkty C', K, L leza na jednej prostej.

6. Srodek S okregu w lezy na okregu o. Wspomniane okregi przecinaja sie
w dwo6ch punktach, jednym z nich jest A. Punkt P wybrano na okregu o
w ten sposob, by odcinek PS przecinal okrag w w punkcie B. Symetralna
odcinka BP przecina okrag o w punkcie C, lezacym po innej stronie prostej
BP niz punkt A. Dowies¢, ze punkty A, B, C sa wspdiliniowe.

7. Rownolegtobok ABC'D ma kat ostry przy wierzchotku A. Punkt P lezy na
odcinku C'D. Prosta BP przecina okrag opisany na tréjkacie ABC w punkcie
Q@ # B. Okregi opisane na tréjkatach ABC' i DP(Q przecinaja sie w punkcie
R # Q. Wykazaé, ze punkty A, D, R leza na jednej prostej.
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