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Trzeba przyznaé, zZe réownie uzyteczne zagadnienia jak ruch plynu i pokrewne
nauki zawsze byly przedmiotem rozwazan. Jednakze do dnia dzisiejszego ani
nasza znajomo$c¢ czystej matematyki, ani nasza znajomosé matematycznych
zasad przyrody nie znalazly do nich udanego podejscia.

— Daniel Bernoulli, 1734 r.

1. Réwnania hydrodynamiki. Postawienie problemu

Znakomitym wprowadzeniem do réwnan hydrodynamiki jest artykut Witolda
Sadowskiego Réwnanie Naviera—Stokesa A19, jej historia jest opisana

w [Darrigol], a wybrane problemy sa poruszone w dwdéch innych tekstach
Sadowskiego: Niezbedna persona non grata Al4 i Dowody i obliczenia Al

Pierwsze ogélne réwnania hydrodynamiki sformutowal Leonard Euler. Oto, co
powiedzial o tym Joseph-Louis Lagrange:

Eulerowi zawdzieczamy pierwsze ogdlne wzory na ruch plynu [...] przedstawione
w prostej i jasnej notacji réwnarn czgstkowych [...] Dzieki temu odkryciu cala
mechanika pltynow zostala zredukowana do jednego punktu analizy, a jesl uzyte
rownania bylyby catkowalne, mozina byloby doktadnie okreslic, we wszystkich
przypadkach, ruch plynu poruszanego dowolnymi sitami [...J

Bardzo szybko okazalo sie jednak, ze rownania te zawodza juz w najprostszych
sytuacjach, po prostu ich rozwiazania nie daja przewidywan zgodnych

z do$wiadczeniem. Jednym stowem, teoria na nich oparta prowadzi do
paradokséw [Birkhoff]. Spowodowalo to podzial $rodowiska na hydraulikéw,
ktorzy zajmowali si¢ zastosowaniami i postugiwali sie ,,praktycznymi lokalnymi
modelami”, i hydrodynamikéw, ktérzy zajmowali si¢ ogdlnymi réwnaniami dla
nich samych. Ten podzial pozostal zreszta w duzej mierze do dzis, ze szkoda
dla zastosowari i dla nauki (G. Lukaszewicz, Hydrodynamika a hydraulika Af.).
W artykule przyblizymy ten problem nieco dokladnie;j.

Réwnania Naviera—Stokesa dla pltynu nieécisliwego (w tym réwniez o stalej

gestosci p) opisuja ewolucje predkosci @ tego plynu — wyrazone w formie

wektorowej majg nastepujaca postac:

Ou(Z,t)
ot

Pierwsze réwnanie przedstawia znang ze szkoly druga zasade dynamiki Newtona,

1 -
+ (@&, 1) - V)EE, t) = vAG(T,t) — ~Vp(&@,t) + f(7,1), diva(d,t) = 0.
p

a= %, w ktorej calkowita sila dzialajaca na elementy ptynu sklada sie z sit

zewnetrznych f, tar¢ lepkich pomiedzy elementami pltynu vAu oraz gradientéw
ciénienia w plynie. Drugie to prawo zachowania masy dla osrodka ciagltego

o takich wtasnosciach, ktére pozwalaja zatozy¢, iz z dobrym przyblizeniem
dowolna wyrézniona objeto$é osrodka nie zmienia masy podczas swojej ewolucji
w czasie, cho¢ moze oczywiscie zmieniaé ksztalt.

Biorac pod uwage ogromna réznorodnosé zachowania si¢ plynu niescisliwego,
jaka znamy z doswiadczenia, a z drugiej strony prostote zatozen bedacych
fundamentem powyzszych réwnan, narzucaja sie podstawowe pytania: Co tak
naprawde powyzisze rownania majg wspolnego ze zjawiskamsi przepltywow plyniw,
jakie znamy z doSwiadczenia i jakie wystepujg w przyrodzie? Czy ich rozwigzania
dajg przewidywania zgodne z doswiadczeniem i w jakim zakresie?

Na te pytania nie ma na razie jednej prostej odpowiedzi. Rownania
hydrodynamiki sa na to zbyt ztozone. Wspomniany wyzej rozdzwigk miedzy
hydraulikami i hydrodynamikami wzial si¢ stad, Zze réwnania Eulera (czyli
powyzszy uklad réwnari, ale z zalozeniem, Ze lepko$é plynu v jest zerowa)
wlasnie z powodu pominigcia faktu, ze realne plyny sa lepkie, generuja
paradoksy, np. paradoks d’Alemberta méwiacy o tym, ze na cialo optywane
plynem nielepkim przy ruchu potencjalnym i bezwirowym nie dziala zadna sita —
co jest oczywiScie niezgodne z do$wiadczeniem.
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Jean Léonard Marie Poiseuille
(1797-1869)

Réwnanie NS redukuje sie do

Pruyy (y) = —G(x), a zalozenie

o jednokierunkowoéci przeplywu daje
G = const.
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Profil predkosci przeptywu Poiseuille’a
w nieskonczenie szerokim kanale
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Turbulencja w ziemskiej atmosferze,
zobrazowana przez uklad chmur

Rozwdj turbulencji w przeplywie
eksperymentalnym
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Rownania NS uwzgledniaja lepko$é, ale sa modelem trudniejszym do badania,
jak réwniez nadal nieuwgledniajacym pewnych wtasnosci realnych pltynéw, np.
zjawisk cieplnych. Mozna dodaé¢ nastepne réwnanie uwzgledniajace zjawiska
cieplne, ale za ceng otrzymania jeszcze trudniejszego uktadu réwnan, réwniez
nieuwzgledniajacego innych wlasnosci. Musimy zatem uznaé¢ powyzsze modele
jedynie za pewne przyblizenia rzeczywistego ruchu ptynu.

2. Przeplyw Poiseuille’a

Sprobujmy sprawdzié, jak réwnania NS | sprawdzaja sie” w jednym
z najprostszych zagadnien.

Rozwazmy ruch ptynu miedzy dwiema nieskonczonymi i réwnoleglymi do siebie
plaszczyznami, odleglymi od siebie o 2h, tak jak na rysunku na marginesie.
Zalézmy dla uproszczenia, ze f = 0. Ze wzgledu na lepkoéé¢ predkosé plynu

na $ciankach jest réwna zeru (ptyn przykleja sie do nich, choé zalozenie to

jest tylko dobrym przyblizeniem rzeczywistodci). Rozwazany obszar dopuszcza
wiele symetrii przeptywu i gdyby zalozy¢, ze ptyn spelnia je wszystkie, tacznie
z symetria wzgledem czasu, to jedynym rozwiazaniem réwnan NS byltby bezruch,
czyli zerowa predkosc i stale cisnienie. Nasze rozwiazanie, stusznie zwane
trywialnym, pozostaje w zgodzie z intuicja uzyskana na podstawie obserwacji

w przyrodzie.

Zatézmy teraz tylko niektore symetrie, a mianowicie, zal6zmy stacjonarnosé
ruchu, tzn. ze nie zalezy on od czasu, oraz niezmienniczosé translacyjna
predkosci w kierunku x — wzdtuz przeptywu i w kierunku z — prostopadlym

do przeptywu i réwnoleglym do $cianek. Mozemy tak zalozyé¢ ze wzgledu na
jednorodno$é¢ warunkéw brzegowych. Mamy zatem ruch ptaski, w ptaszczyznie
(x,y). Zalézmy, ze jest on wymuszony spadkiem ci$nienia w kierunku z,

z zadanym gradientem ci$nienia _37 = G > 0. Oznaczajac wspdtrzedne predkosci
w kierunkach x i y przez u = u(y,t) i v = v(y, t), odpowiednio, oraz p = p(x,t),
po podstawieniu do rownan NS i biorac pod uwage warunki brzegowe i zalozenie
o niezaleznoéci przepltywu od czasu, otrzymujemy nastepujace rozwigzanie:

— (=), v= (@) =0, p=plo)

Zauwazmy, ze dzigki prostej geometrii obszaru i zalozonym symetriom
przeplywu otrzymalidémy jawne rozwigzanie réwnan NS. Przy tych zalozeniach
rozwiazanie w pewien sposéb odzwierciedla nasze oczekiwania. Plyn przykleja
sie do $cianki, jego najwieksza predkos¢ jest na linii centralnej, wzgledem ktérej
profil predkosci jest symetryczny, ponadto profil ten zalezy od lepkosci plynu

w zgodzie z intuicja (im wigksza lepkos¢, tym mniejsza predkosé). Powyzsze
rozwiazanie jest przy przyjetych zatozeniach jednoznaczne.

u = u(y)

Patrzac jednak z drugiej strony, rozwigzanie to zawiera szereg uproszczen

i tylko w pewien przyblizony sposéb opisuje rzeczywistos¢. Po pierwsze, tak

jak juz to zostalo wspomniane, natozony warunek brzegowy polegajacy na
przyklejaniu si¢ plynu do $cianek nie jest idealnie spelniony w prawdziwych
przeptywach. Rzeczywistos¢ jest taka, ze na samych $ciankach wystepuje pewien
poslizg. Poniewaz jednak poslizg jest bardzo maly i predkos¢ plynu szybko
narasta z oddalaniem sie od $cianki, mozemy uznaé¢ warunek ,braku poslizgu”
za dobre przyblizenie na gladkich $cianach. Po drugie, w eksperymencie oraz

w naturalnych przeplywach napedzanych gradientem ci$nienia zawsze wystepuja
zaburzenia. W eksperymentach staramy sie je minimalizowaé, co si¢ czesto
udaje, jednak sa one zawsze obecne, powodujac niedokladno$é naszych zatozen
dotyczacych symetrii czasowych oraz translacyjnych.

Ostatnia obserwacja prowadzi nas do waznego problemu stabilnoéci otrzymanego
przeplywu. Trzeba od razu zaznaczy¢, ze na samym wstepie dopuscilidémy sie
idealizacji zagadnienia, zaktadajac, ze oba brzegi to nieskonczone plaszczyzny.
W rzeczywistych sytuacjach eksperymentalnych nie ma ukladéw o wymiarach
nieskonczonych. Oznaczmy wymiar liniowy ukladu laboratoryjnego w kierunku z
przez £. W kierunku przepltywu dlugosé ukladu laboratoryjnego jest rowniez
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skonczona, jednak ten fakt ma najmniejsze znaczenie,
poniewaz generujemy przeplyw réznica cisnien i to
jej wartosé na koncach kanatu decyduje o strukturze
przeplywu. Okazuje sig, ze im stosunek ¢ do h jest
wiekszy, tym przeplyw Poiseuille’a jest generalnie
lepszym przyblizeniem rzeczywistego przeptywu.

Wréémy teraz do problemu stabilnosci. Stabilnosé
ukladow hydrodynamicznych bada sie, wprowadzajac
zaburzenia do przeplywu i analizujac ich zachowanie.
Jesli zaburzenia nikna w czasie, badz po prostu nie
rozwijaja sie, uktad uwaza sie za stabilny, jesli jednak
narastaja, oznacza to, ze dany przeplyw utracit
stabilno$¢, poniewaz zaburzenia wyprowadzaja uktad
ze stanu okreslonego tym przeplywem.

W zagadnieniach mechaniki ptynéw kluczowym
parametrem fizycznym jest liczba Reynoldsa, Re = %,
opisujaca stosunek wielkoéci sit bezwladnoéci pltynu
i Vi ~ 2 do sil tarcia pomiedzy jego warstwami
VAU ~ %3, gdzie U oznacza natezenie przeptywu (np.
jego maksymalna predkosé), zas L — charakterystyczna
liniowa skale ukladu (np. szeroko$é kanatu). W ten
sposéb mierzone jest relatywne znaczenie bezwladnosci
wzgledem taré lepkich. Sytuacja jest troche podobna
do sytuacji z filizanka postawiona na stole, na kartce
papieru: gdy bedziemy powoli ciagnac¢ za kartke,
przesuniemy ja razem z filizanke, jesli jednak raptownie
szarpniemy, inercja filizanki spowoduje, iz dojdzie do
zerwania sil tarcia i wyciagniemy spod niej kartke.

To wlasdnie zwiekszanie liczby Reynoldsa, a zatem
intensywnosci przeptywu (lub powigkszenie jego skali
przestrzennej) doprowadza do destabilizacji ukladéw
hydrodynamicznych, gdyz sity lepkie stopniowo traca na
znaczeniu. Przeplyw staje sie turbulentny, chaotyczny

i niezwykle ztozony, bardzo daleki od rozwigzania
Poiseuille’a (choé podobny w sensie statystycznym
rozkladu $rednich predkosci). Znakomita wigkszos$é
przeplywéw plyndw i gazéw we Wszech$wiecie, we
wszystkich jego skalach, od mikro do makro, to
przepltywy turbulentne.

3. Modele w geometrii i hydrodynamice

Hydrodynamike mozna poréwnaé do geometrii,
rozszerzonej o aksjomaty dynamiczne, dotyczace ruchu.

Jest jednak istotna réznica. Wyjadnimy to na przykladzie.

Chcac wykonaé obliczenia dotyczace pola trojkatnej
dziatki, ktora chcemy kupié¢, dokonujemy jej pomiarow
liniowych z wystarczajaca doktadnoscia, nastepnie
rysujemy na kartce papieru przeskalowany trojkat i od
tej pory przenosimy sie w Swiat geometrii euklidesowej,
nie martwiac sie, ze ani sama dziatka nie jest idealnym
tréjkatem, ani nie jest takim jej odwzorowaniem na
papierze. Wiemy, ze nasze idealne obliczenia beda bardzo
dokladnym przyblizeniem pola dziatki wystarczajacym
na nasze potrzeby zwiazane z zakonczeniem transakcji
(pomijamy tu subtelnosci zwiazane z definicja pojecia
pola dla rzeczywistego terenu [fraktale]). Geometria
euklidesowa jest tu bliska $wiata realnego, cho¢ wiemy, ze
nie zawsze tak jest w duzych skalach.
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Spostrzezenie klopotu z tzw. piatym aksjomatem
Euklidesa to prosta, ale bardzo gleboka obserwacja,
wskazujaca na podstawows réznice miedzy zalozeniem
(matematycznym) a wiedza, a raczej niewiedza
(dotyczaca fizyki), i potrzebe wprowadzenia pojecia
modelu.

A jak jest w hydrodynamice? Hydrodynamika jest
duzo trudniejsza od geometrii. Jak mogliSmy zobaczy¢
na rozwazanym w tym artykule przyktadzie prostego,
zdawaloby sie, przeplywu, odwzorowanie realnego
przeptywu na teorig, ktérej rola jest badanie tego
przeplywu za pomoca wybranego modelu, w tym
przypadku réwnan Naviera—Stokesa, nastrecza od
samego poczatku mnéstwa kltopotdw.

Podobnie jak w naturze nie istnieja idealne trojkaty, nie
istnieje takze przeptyw Poiseuille’a, ktory przyjelismy
jako idealizacje realnego przeplywu. Badajac przepltyw
Poiseuille’a (a kazdego roku ukazuja sie dziesiatki
artykuléw temu po$wieconych), nie mamy jednak

a priori zadnych gwarancji, ze jest on przyblizeniem
realnego przepltywu. Dzieje sie tak, poniewaz: po pierwsze
same modele sa iluzoryczne (produkuja paradoksy,
moze jest w nich zbyt malo fizyki? [Birkhoff]); po
drugie przyjete dalsze zalozenia upraszczajace, na
przyklad zalozone symetrie czy warunki brzegowe, sa
nierealne; a po trzecie wlasnoéci strukturalne rozwazanego
uktadu, na przyktad jego nieliniowosci, nie gwarantuja
stabilnosci jego rozwigzania, a tym samym ewentualnego
dobrego przyblizenia realnego przeplywu przez to
rozwiazanie w trakcie ewolucji przeptywu. Pelne réwnania
modelowe sa zbyt zlozone, samo za$ zjawisko przeptywu
turbulentnego jest nieuchwytne analitycznie w ramach
zamknietej teorii matematycznej (choé sa oczywiscie rézne
mniej lub bardziej wyrafinowane metody jego opisu).
Rozwdj hydrodynamiki wymaga bliskiej wspdlpracy
miedzy eksperymentatorami i teoretykami. W przeciwnym
wypadku ryzykujemy sytuacja opisang w ponizszej
opinii laureata Nagrody Nobla — Sir Cyrila Hinshelwooda,
odniesionej do paradoksu d’Alemberta w réwnaniu Eulera:

Mechanika plynow zostala wiec zdyskredytowana

przez inzynierow od sameqgo poczgtku, co spowodowato
niefortunny roztam miedzy dziedzing hydrauliki,
obserwujgcej zjawiska, ktore nie mogly byé wyjasnione,
a teoretyczng mechanikq plynow wyjasniajgcq zjawiska,
ktorych nie mozna bylo zaobserwowad.

W 1932 roku na posiedzeniu British Association
w Londynie Sir Horace Lamb mial jakoby powiedzie¢:

Jestem juz starym czlowiekiem, a kiedy umre i pdjde do
nieba, mam nadzieje na oswiecenie w dwoch sprawach.
Jedng z nich jest elektrodynamika kwantowa, a drugg
turbulentny ruch plynow. Co do tej pierwszej jestem
raczej optymistq.

Przytoczona na poczatku artykutlu ocena Daniela
Bernoulliego — mimo uptywu ponad dwustu lat

i ogromnego postepu badan hydrodynamicznych — nie
stracila na swojej aktualnosci.
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