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Przypomnijmy, co rozumiemy przez
warto$¢ oczekiwang. Zalézmy, ze wynik
liczbowy w doswiadczenia W otrzymany
jest z prawdopodobienistwem p(w) i ze
zbiér T mozliwych wynikéw jest co
najwyzej przeliczalny. W takim wypadku
warto$é oczekiwana E W to $rednia
wazona wynikéw z wagami réwnymi
prawdopodobienstwom, a wiec

IEW:Zuwp(w).
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W rozumowaniu obok zastosowali$my
uproszczenie:

P(N>k)=P(N=k+1)+
+P(N =k+2)+
+P(N=k+3)4---

>
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Rozwigzanie zadania M 1709.
Zauwazmy, ze przy zalozeniach zadania

(a+b—c)? = 4ab,
(a—b+ C>2
(—a+b+ (:)2 = 4bc,

= 4ac,

(a+b+ (:)2 = 4(ab + bc + ca).

‘Wobec tego liczby 4ab, 4bc, 4ca oraz
4(ab + bc 4 ca) sa kwadratami liczb
catkowitych, co implikuje tez¢ zadania,
gdyz 4 réwniez jest kwadratem liczby
catkowitej.

Losujemy liczbe Eulera
Karol GRYSZKA*

W ostatnim odcinku poszukiwania liczby Eulera w matematyce (poprzednie
dwa opublikowane sa w A3/ i AJ3) przyjrzymy sie problemowi losowania liczb
z odcinka.

Rozwazmy nastepujacy problem z rachunku prawdopodobienstwa. Losujemy
liczby z przedziatu [0,1] (i robimy to w sposéb jednostajny, tzn. szansa na
uzyskanie liczby z dowolnego odcinka s C [0, 1] jest réwna dilugosci s). Jaka
jest wartosé oczekiwana liczby losowan, po ktérej suma uzyskanych liczb po raz
pierwszy przekracza 17

Zaprezentujmy wyniki symulacji komputerowych. Kazda z dziesieciu liczb
ponizej to Srednia z miliona powtdrzen opisanego wyzej eksperymentu:

2,71749, 2,719239, 2,719732, 2,717443, 2,716057,
2,716511, 2,717569, 2,717784, 2,71784, 2,717778.

Poniewaz otrzymane wyniki sa bardzo bliskie liczbie e, pozostaje nam formalnie
uzasadnié, ze poszukiwana wartos$¢ Srednia jest réwna doktadnie e.

Formalizacja problemu. Liczba losowan z [0, 1] potrzebnych do przekroczenia 1
potencjalnie moze by¢ dowolnie duza; wyobrazmy sobie zatem, ze nieskonczenie
wiele razy dokonalidémy losowania, otrzymujac liczby X7, Xa, X3, ..., a nastepnie
szukamy najmniejszej liczby naturalnej N takiej, ze X7 + Xo 4+ ...+ Xy > 1.
Poszukiwana warto$¢ oczekiwana liczby losowan jest zatem rowna E N, czyli

EN:fﬁJwvzw:mN=n+
= 4 P(N=2)+P(N=2
+ P(N =3)+ P(N =3)+ P(N =3) +
+...:
—P(N>0)+P(N>1)+P(N>2) 4 —

= i P(N > k).
k=0

Zauwazmy, ze liczba losowan jest wigksza od k dokltadnie wtedy, gdy
X1+ -+ X < 1. Tym samym

P(N>k):P(X1++Xk<1)

Sprébujemy teraz obliczy¢ te ostatnig wartosé, nadajac jej interpretacje
geometryczng.

Dla k = 1 pytamy o P(X; < 1), co oczywiscie jest réwne 1 (gdyz wartos$é¢ X,
zostala wylosowana z odcinka [0, 1]). Dla k = 2 sprawa sie komplikuje —
rozwazamy bowiem P(X; + X5 < 1). Co mozemy powiedzieé¢ o losowym punkcie
o wspohrzednych (X7, X2)? Lezy on oczywiscie w kwadracie jednostkowym [0, 1]2.
Poniewaz wspélrzedne byly losowane niezaleznie, wiec szansa na to, ze nasz
losowy punkt wpadnie do dowolnie wybranego prostokata s; x so C [0,1]2, jest
réwna polu powierzchni tego prostokata. Mozna stad wywnioskowaé, ze szansa
na wpadniecie naszego punktu do dowolnej figury F C [0,1]? jest réwna polu
powierzchni figury F. Wziawszy pod uwage nieréwnosci X1, Xo > 0, zbiorowi
X1+ X5 < 1 odpowiada tréjkat o wierzchotkach (0,0), (0,1) i (1,0), ktérego
pole wynosi %, mamy zatem P(X; + Xy < 1) = % Podobnie dla k = 3: szansa na
wpadniecie losowego punktu o wspélrzednych (X7, Xo, X3) do zbioru okreslonego
rownaniem X7 + X5 + X3 < 1 jest réwna objetosci ostrostupa wyznaczonego przez
punkty (0,0,0), (0,0,1), (0,1,0) i (1,0,0), zatem P(X; + Xo + X3 < 1) = %.

Przypadek ogdlny sprowadza sie do znalezienia w przestrzeni k-wymiarowej
objetosci bryly ograniczonej warunkami xq, ...,z € [0,1] oraz x1 + -+ - + x5 < 1.
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Objetos¢ tej bryly jest rowna % Trudno o formalne uzasadnienie tego wzoru
bez obliczenia jakiejs catki. Przyblizmy go jednak, analizujac k = 3. Objetosé
ostrostupa to pole podstawy (pole tréjkata) razy trzecia cze$é wysokosci. Jesli
wiec wszystkie boki (ramiona przy kacie prostym i wysokosé figury) sa réwne 1,
to jego objetosé jest réwna % . % = % Objetos¢ czterowymiarowego ostroshupa to
»pole podstawy” (czyli objetosé tréjwymiarowego ostrostupa) razy czwarta czesé
wysokosci. Jesli ponownie wszystkie odpowiednie boki maja dlugosé 1 (a tak
jest w sympleksach), to objeto$é czterowymiarowego sympleksu to i . % = %.
W przestrzeni k-wymiarowej objeto$é odpowiedniego k-wymiarowego ostrostupa
to ,,pole podstawy” bedacej ostrostupem (k — 1)-wymiarowym razy k-ta czesé
wysokosci, czyli ﬁ . % = %

Zostal jeszcze trywialny przypadek k = 0, czyli obliczenie P(N > 0). Oczywiscie
jest to 1.

Majac juz wszystkie elementy ukladanki, mozemy dokonczyé nasze obliczenia:

= 1
EN=1+) q=e
k=1
Tym samym udalo nam si¢ obliczy¢ wartos¢ dokladna, ktora wezesniej
odgadlismy eksperymentalnie.

Na koniec przedstawmy jeszcze pewien stowarzyszony problem. Losujemy liczby
z przedziatu [0, 1] i koficzymy, gdy nowo wylosowana liczba jest mniejsza od
poprzedniej. Ile $rednio liczb wylosujemy? OdpowiedZ na to pytanie to rowniez
liczba e. Rozwiazanie (podobne do powyzszego) zostawiamy dla Czytelnika
Zainteresowanego.

To juz ostatnia cze$¢ naszego krétkiego cyklu. Zaprezentowane zostaly niektore
z ciekawszych wystapien liczby e w matematyce. Czytelnika Zainteresowanego
Tematem zachecamy do poszukiwania innych do$wiadczen lub zagadnien, ktére
w niezwykly sposéb ujawniaja liczbe e.

De Rerum Metallica
Francesco PISTIS

Wedlug Standardowego Modelu Kosmologicznego zwykla materia (wszystkie
pierwiastki chemiczne i mniejsze czastki subatomowe) stanowi jedynie 5%
sktadu calego Wszechéwiata. Z tego ciezkich pierwiastkow, z ktérymi mamy
ciagly kontakt na Ziemi, jest znikomo malo, bo jedynie 0,1% (z tych 5%).
Obficie wystepuja tylko hel i wodér, ktore tacznie stanowia 99,9% zwyklej
materii (procentowy rozklad skladnikéw Wszechdwiata pokazano na rysunku na
nastepnej stronie). Dlatego Tablica Mendelejewa astronoméw jest zdecydowanie
mniej rozbudowana niz ta, ktéra znamy z zajeé chemii. Z tego tez wzgledu
wszystkie pierwiastki, nie bedace helem ani wodorem, astronomowie nazywaja
metalami. Ale jakie znaczenie maja te metale we Wszechswiecie?

Zacznijmy od bardzo odleglej historii Wszech$wiata. Podczas okresu ochtadzania
bezposrednio po Wielkim Wybuchu najciezszym stabilnym pierwiastkiem,
ktéry mégt powstaé, byt lit. Ciezsze pierwiastki wymagaly dostarczenia
znacznie wiecej energii, ktérej niestety jeszcze nie byto. Taka ilos¢ energii
zostata wytworzona dopiero w pézniejszym okresie w jadrach gwiazd, gdzie
wyprodukowane zostaly wszystkie pierwiastki, do zelaza wlacznie. Jest to dobry
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