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* Uniwersytet Rolniczy w Krakowie

2 glosy: A-B>D>C,
3 glosy: B>D>C A,
3 glosy: C-A>=B»D,
2 glosy: D>C>As>B.

Przypus$émy, ze metoda W wybiera A lub B. Mozemy to zrobié¢ bez straty
ogolnoéci ze wzgledu na symetrie: zamieniajac etykietami Az D i B z C,
otrzymamy identyczny uklad gloséw. Teraz rozwazmy ukiad I, otrzymany z Iy
przez dodanie 2 dodatkowych gloséw, dopisanych na poczatku:

2 glosy: A= B> C»>D,
2 glosy: A>=B> D> C,
3 glosy: B>=D>C» A,
3 glosy: C>A>B>D,
2 glosy: D>~C>A>B.

Jesli metoda W w Iy wybiera A lub B, to w I, z aksjomatu uczestnictwa,
tez wybiera A lub B — pokazemy, ze obydwie te mozliwo$ci prowadza do
sprzecznosci.

Przypusémy, ze metoda W w I; wybiera A. Wtedy rozpatrujemy uktad I
(otrzymany z I przez skasowanie 3 srodkowych gloséw):

2 glosy: A>B>C>D,
2 glosy: A>=B>D>C,
3 glosy: C-A>B»D,
2 glosy: D>-C>As>B.

W takiej sytuacji C jest zwyciezca condorcetowskim, zatem tylko on zostanie
wybrany przez W. Ale wtedy z aksjomatu uczestnictwa wynika, ze po dodaniu
3 gloséw B = D > C = A zwyciezca nie moze zostaé¢ A — a przeciez po takim
dodaniu otrzymujemy I! OtrzymaliSmy sprzecznosé.

Zatem jedyna mozliwosé jest taka, ze w I; wygrywa B. Wtedy rozpatrujemy
uklad I (otrzymany z I; przez skasowanie 5 ostatnich gloséw):

2 glosy: A= B>C>D,
2 glosy: A-B>D>C,
3 glosy: B>D>C> A

Tutaj to A jest zwyciezca condorcetowskim, zatem tylko on zostanie wybrany
przez W. Ale wtedy z aksjomatu uczestnictwa wynika, ze po dodaniu 3 glosow
C»A> B> Di2gloséw D >~ C = A = B zwyciezca nie moze zosta¢ B — a po
takim dodaniu otrzymujemy ponownie [;. Zatem réwniez tu otrzymaliSmy
sprzeczno$cé, ktéra konczy dowdd. O

Ijon Tichy na orbicie wokdtksiezycowej
Pawel TURKOWSKI*

Tjon Tichy to jeden z bohateréw wykreowanych przez Stanistawa Lema. Stal sie
na tyle znany, ze jego imie w formie ,Ijontichy” nadano niewielkiej planetoidzie
krazacej pomiedzy orbita Marsa i Jowisza. W ksiazce ,,Pokdj na Ziemi” Tichy
pojawia sie, aby spelni¢ pewna wazna misje na powierzchni Ksiezyca. Swoje
zadanie ma wykona¢ na odleglo$¢, postugujac sie ,,zdalnikiem”. Zdalnik nie jest
samodzielnym robotem, lecz tworem, ktorego poczynaniami trzeba sterowacé
na biezaco poprzez zespdl przymocowanych do ciata Tichego sensoréow. Gdyby
prébowaé to sterowanie prowadzi¢ z Ziemi, to opdznienie dzialania zdalnika
zwiazane z dystansem, ktéry dzieli Ziemie i Ksiezyc, wyniostoby:

2d

t )
C

przy czym: t — czas opoznienia, d — odleglo$é¢ Ziemia—Ksiezyc, ¢ — predko$é
Swiatla w prozni. Opdznienie to ze wzgledu na eliptyczny ksztalt orbity
ksiezycowej waha si¢ w granicach od 2,4 s do 2,7 s. Poniewaz taki czas reakcji
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zdalnika jest za diugi, Tichy jako doswiadczony miedzygwiezdny podréznik
zostaje wyslany na orbite ksiezycowa, by sterowac¢ zdalnikiem z mniejszej
odlegtosci.

Astronomiczne zagadnienie dwéch ciat

Zatézmy, ze Tichy krazy wokél Ksiezyca w plaszezyznie rownikowej na
wysokosci 100 km po orbicie kotowej, podobnie jak astronauci programu Apollo.
Masa statku Tichego m jest niezmiernie mala w poréwnaniu z masa Ksiezyca,
zatem mozemy przyjacé, ze srodek masy tego uktadu dwdch cial pokrywa sie

ze $rodkiem masy Ksiezyca. Tichy obiegalby Ksiezyc z predkoscia katowa w
spelniajacg warunek:

MKm 2
s =muwr.

G

r
Wyrazenie po lewej stronie tego réwnania to sila grawitacyjnego przyciagania
statku Tichego przez Ksiezyc, przy czym r oznacza jego odlegto$é od $rodka
Ksiezyca, G — stala grawitacji, Mg — mase Ksiezyca. Po prawej stronie réwnania,
zgodnie z II zasada dynamiki, rozpoznajemy iloczyn masy statku Tichego
i przyspieszenia dogrodkowego w?r. Poniewaz predkosé katowa w = 27 /T, wiec
czas T jednego obiegu po takiej orbicie wynosi:

r3

G My’

Po podstawieniu danych liczbowych: » = 100 km + 1737 km = 1837 km (1837 km
to promien Ksiezyca), G = 6,674 x 107! m® oraz Mg = 7,248 x 1022 kg,

T =2m

kgs
I U V OCEANBURZ o otrzymujemy T = 7065 s, czyli T = 1"58™. Uzyskany wynik jest podobny do
U o o | czasu jednego okrazenia Ziemi przez Jurija Gagarina. Ta zbieznoé¢ zwigzana
Ve '(_‘\'\ ~ jest z tym, ze érednia gesto$é Ziemi 5,51 g/cm3 nie rézni si¢ bardzo od gestosci
7 Flams,;tee,c-l.ﬂgo) Ksiezyca (3,34 g/cm?), a czas obiegu na niskiej orbicie wokél dowolnego ciata
- : S5 . niebieskiego jest odwrotnie proporcjonalny do pierwiastka z jego gestosci.

Rys. 1. Miejsce ladowania ,zdalnika”, s . . c 1. . . . .. p .
o ot Flamte ' p widziany jest z Ziemi 2 Wysokosci 100 km Tichy widzialby waski pas Ksiezyca w poblizu réwnika.

blisko lewej krawedzi tarczy Ksigzyca Lemowy pierwszy zdalnik faktycznie laduje w tym pasie, na obszarze zwanym
Oceanem Burz (rys. 1). Zdalnik wymaga jednak stalej tacznosci radiowej
z Tichym, ktéry nim steruje. Musi wiec widzie¢ statek kosmiczny orbitujacego
Tichego bez przerw. Gdyby Tichy krazyl po omawianej przez nas orbicie, to
czas bezposredniej widocznosci jego statku siegalby najwyzej kilkunastu minut,
& przez reszte czasu bylby schowany pod horyzontem. Autor wysyla wiec Tichego
- - . ) na orbite ,stacjonarna”. Domyslamy sie, ze okres obiegu Ksiezyca Ty na tej
Rozwigzanie zadania F 1048. .. ;s . .. .. . .
Przed rozpoczeciem ruchu windy ciezarck  OTbicie ma by¢ réwny czasowi rotacji Ksigzyca wzgledem gwiazd statych, czyli
bedzie spoczywal, a sprezyna bedzie miesigcowi syderycznemu T = 27407"43™11%,5. Przeanalizujmy, jaki musialby byé

rozciagnieta do dlugosci zg =1 + mg/k. L, Lo . . . N . .
; . . promien rg takiej orbity selenostacjonarnej. Przeksztatcenie poprzednio uzytego
W przypadku a) w chwili rozpoczecia

ruchu sprezyna jest rozciagnigta do JllZ réwnania do postaci:

dh,lggss‘,l z:o = ll+dm,g/k7 a,k(:leczajrel.( ‘ 5 5 GMKTSQ
porusza sie wzgledem punktu zawieszenia s = s
sprezyny z predkoscia v w gérg — to stan A2

oczatkowy ruck inda ‘uszajaca si . P . . . . . P .
poczatkowy ruchu (winda poruszajaca sic  § wotawienie odpowiednich danych prowadzi do wniosku, ze promieri rs musiatby
ze stalg predkosciag jest ukladem

inercjalnym). Cigzarek bedzie wykonywal — przekraczaé¢ 88 tysiecy kilometréw. Jest to wartos¢ zblizona do i odlegtosci
drgania harmoniczne wzgledem Ziemia—Ksigzyc. Tichemu nie uda si¢ wigc sztuka wprowadzenia statku na orbite
polozenia xg z okresem T = 27w+ /m/k . . /99 , . ..
stacjonarna, tak by ,zawisna¢” nad wybranym punktem réwnika ksiezycowego.
Znajdzie sie ona zbyt blisko Ziemi, ktérej obecnosci (a co za tym idzie, masy)
sprezyny bedzie zmieniala si¢ z czasem t

wedtug wzoru: nie uwzglednialiémy w obliczeniach.

i amplitudg A = v4/m/k. Dlugosé¢ z

o m k Astronomiczne zagadnienie trzech cial i punkty Lagrange’a
r=xo— v 7 sin | ¢ ; .

Wokotksiezycowa orbita stacjonarna co prawda nie istnieje, ale na orbicie

W przypadku b) w chwili rozpoczecia

ruchu grawitacja jest ywylaczona”, wokélziemskiej mozna znalezé szczegdlne punkty, w ktérych statek Tichego
@ Sprezyna rofilacgm@taldo E‘},“SOSC;( o méglby przebywaé jako nieruchomy dla ksiezycowego obserwatora. Jest ich tylko
o stan poczatkowy ruchu. Ciezare . , X . .
bedzie wykonywat drgania wzgledem pie¢ i nosza nazwe punktéw Lagrange’a. Umieszczony w jednym z nich statek
polozenia @ = | o amplitudzie mg/k. Tichego poruszalby sie po wokélziemskiej orbicie wspétbieznie z Ksiezycem,
Dlugo$é x sprezyny bedzie zmieniala sie . . A . L.
2 czasem t wedlug wzoru: wykonujac jeden obieg w czasie miesigca syderycznego Ts.

e 14+ ™ cos <t L2 ) ‘ Whrew pozorom zaden z punktéw Lagrange’a nie lezy dokladnie na orbicie

k m ksiezycowej. Mozliwo$¢ obiegu Ziemi przez statek kosmiczny w czasie Ty tym
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ZIEMIA

Rys. 2. Ziemia, Ksiezyc oraz statek
kosmiczny Tichego orbitujacy wokot
Ziemi w jednym z punktéw Lagrange’a.
Dla uzyskania pogladowosci kulg¢ ziemska
i Ksiezyc narysowano w innej skali niz ich
wzajemng odleglosé, a tarcze Ksigzyca
przedstawiono tak, jak ja widzimy

z Ziemi

Ql

[ ®
M1 c M2

Rys. 3. Niech C oznacza srodek masy
uktadu dwéch ciat niebieskich

o dowolnych masach Mj, Mz, natomiast
m jest niewielkg (m < M1, m < Ms)
masg prébng. Na mase¢ m dziala ze strony
M, i My wypadkowa sita grawitacji F'
skierowana do punktu C wtedy i tylko
wtedy, gdy lezy on na symetralnej
odcinka taczacego M; i Ms. Dowdd
polega na wykazaniu, ze kat, ktéry
tworzy sila F' z symetralng odcinka

My Ma, jest réwny katowi Cm D

M\, © M;

Rys. 4. Jedli srodki mas cial niebieskich
o masach M;, My oraz masa prébna m
tworzg uklad tréjkata réwnobocznego, to
wszystkie te trzy ciala mogg poruszaé sie
jednoczednie wokél srodka masy C' po
orbitach kolowych w jednej plaszczyznie,
w tym samym kierunku i z ta sama
predkoscia katowa. Poniewaz wiemy juz,
ze sila F' dzialajaca na m skierowana jest
do punktu C, to dla dowodu wystarczy
wykazaé na mocy 1I zasady dynamiki, ze
predkosé katowa obiegu kazdego z trzech
cial wokét C jest jednakowa. Zauwazmy,
ze dla uktadu Ziemia—Ksigzyc $rodek
masy uktadu C lezy wewnatrz Ziemi

samym, co okres jej obiegu przez Ksigzyc, ale po orbicie o innym promieniu,
moze na pierwszy rzut oka budzi¢ zdziwienie. Jest to jednak mozliwe dzigki
temu, ze role sily dosrodkowej dziatajacej na statek Tichego pelni nie tylko
przyciaganie grawitacyjne Ziemi. Jest to wektorowa suma sil przyciagania jego
statku przez Ziemie i przez Ksiezyc o odpowiednim kierunku i wartosci.

Rozwazmy dwa z pieciu punktéw Lagrange’a oznaczone jako L; i Lo, potozone
na linii Ziemia—Ksiezyc (rys. 2). Punkt Lj, pominiety na rysunku, polozony
jest po przeciwnej stronie Ziemi niz Ksiezyc i wobec tego dla Tichego jest
nieprzydatny. Obliczymy odlegloé¢ punktéow L; i Le od Ksiezyca.

Zatézmy, ze mamy do czynienia z orbitami kolowymi o srodkach polozonych
w $rodku masy ukladu Ziemia—Ksiezyc (C). Ponadto przyjmijmy, ze odleglosé
Ziemia—Ksiezyc d = 384,4 tys. km, punkt C' jest odlegly od érodka Ziemi
0 z = 4,670 tys. km, a masa Ziemi My = 81,28 Mxk. Dla statku Tichego
umieszczonego w punkcie Ly i poruszajacego sie wokét punktu C z predkoscia
katowa w = 27 /T, musi by¢ spelniona IT zasada dynamiki:

GMZm o GMKm :mwQ(d—zfz).

(d—x)? x?
Podobnie dla statku umieszczonego w punkcie Lo:
GMZ m GMK m

_ 2
(d+:1:)2+ 2 = mw (d+z—2).

Po podstawieniu danych do powyzszych réwnan otrzymujemy dwa podobne do
siebie rownania piatego stopnia na odlegloéci x Tichego od srodka Ksiezyca. Dla
punktu Lq:

Az® + Bat 4+ Ca® - 0,76 2% + 2dx — d* = 0,
a dla punktu Ls:

Az’ — Bzt 4+ Ca® —1242% —2dx — d?* =0,
gdzie A = 1,445 x 1076 [(tys. km)~3], B = —0,001660 [(tys. km)~2],
C = 0,6352 [(tys. km)~!]. Po rozwiazaniu na drodze numerycznej pierwszego
z tych rownan otrzymujemy wynik x = 57,9 tys. km. Jest to odlegtosé
akceptowalna na potrzeby Tichego. Mniej uzyteczny dla Tichego punkt Lo
polozony jest za tarcza Ksiezyca w odleglosci x = 64,7 tys. km.

Ciekawa cecha rozpatrywanych tu obu rownan i wynikajacej z nich lokalizacji
punktéw Ly i Lo jest to, ze im wigkszy bylby stosunek masy Ziemi do masy
Ksiezyca, tym bardziej rozwiagzania zblizalyby sie do tej samej wartosci. Mozna
sprawdzi¢ poprzez rozwiazanie dwoch réwnan analogicznych do przedstawionych
powyzej, ale dotyczacych Stonca i Ziemi, ze odlegtoéé¢ punktu L; od Ziemi
wynosi x = 1,491 mln km, a dla Ly jest prawie identyczna: x = 1,502 mln km.
Te punkty maja znaczenie praktyczne. Niektore sztuczne satelity umieszczane
sg w ich poblizu i orbituja wokét Stonca wspotbieznie z Ziemig w czasie jednego
roku. Dodajmy, ze przebywanie nieruchomo w okolicy punktéw Li, Ly oraz Ls
na dluzsza mete nie jest mozliwe — sa to polozenia niestabilne. Natomiast mozna
wokoél nich wykonywaé powolne obiegi po kwaziperiodycznych orbitach bez
uzywania napedu. To jedna z niespodzianek, ktora serwuje nam uklad trzech
cial oddzialywajacych grawitacyjnie.

A co z pozostalymi punktami Lagrange’a, L3 oraz L,?7 Rzecz ciekawa:
niezaleznie od wartosci mas Ziemia, Ksiezyc i punkt Ly lub L3 tworza
dokladnie tréjkat réwnoboczny (patrz rys. 3 i rys. 4). Czyni to punkty

L3 i Ly nieprzydatnymi dla Tichego, poniewaz ich odlegtos¢ od Ksiezyca
rowna odleglosci Ziemia—Ksiezyc jest dla potrzeb jego misji zbyt duza, nadal
generujaca zauwazalne op6znienie w sterowaniu zdalnikiem.

Powracajac do misji Tichego, musimy sie pogodzi¢ z tym, ze wedlug autora jego
wokoétksiezycowe orbitowanie odbywalo sie na wysokoéci niezgodnej z naszymi
obliczeniami. Dla biegu wydarzen przedstawionych w ksiazce kluczowe znaczenie
mialo jednak co$ innego. Tichy po kilku prébach wywiazania sie ze swojej

misji przy pomocy zdalnikow, wbhrew otrzymanemu kategorycznemu zakazowi,
w koncu opuécit orbite ,stacjonarna” i zdecydowal sie na osobiste ladowanie na
Ksiezycu.
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