Najlepiej dopasowana prosta?
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Tytulowa fraza — oczywiscie bez znaku zapytania — jest czesto spotykana

w publikacjach naukowych. Wszyscy wiedzg, co ona oznacza: chodzi

o taka prosta, ktéra jest najblizsza do jednoczesnie prezentowanego zbioru
wynikéw pomiardéw. Wszyscy wiedzq, ze parametry tejze prostej mozna
otrzymaé¢ za pomoca metody najmniejszych kwadratéw, zaproponowanej
przez Gaussa. Niniejszy esej ma na celu pokazanie uzytecznosci analizy
interwafowej (przedzialowej) w procesie znanym w slangu laboratoryjnym
jako fitowanie danych (albo, jak kto woli, fitowanie krzywych). Jednoczesnie
prezentujemy nieznany dotad zwiazek analizy przedziatowej z rachunkiem

prawdopodobienstwa.

Identyczne rachunki — ale przeprowadzane na réznych
maszynach — daja rézne wyniki. Dobrze byloby

wiec przynajmniej wiedzie¢ na pewno, w jakich
granicach miesci sie wynik prawdziwy. Jasne, ze
chcielibyémy tez, aby oszacowany przedzial wartosci
byl mozliwie waski. To wlasnie bylo gltéwnym
motywem pierwszych prac w dziedzinie rachunkéw
interwalowych. Za ojca tej czesci matematyki
powszechnie uwaza sie Amerykanina, Ramona E.
Moore’a (1929-2015), ktéry ustalil jej solidne podwaliny
(raport techniczny dla firmy Lockheed (styczeri 1959),
rozprawa doktorska (1962), monografia Interval
Analysis (1966)). Wprawdzie nasz rodak, Mieczystaw
Warmus (1918-2007), wezedniej opublikowal dwa
artykuly o tejze tematyce: Calculus of Approximations
(1956) oraz Approzimations and Inequalities in

the Calculus of Approximations. Classification of
Approximate Numbers (1961), ale te ukazaly sie

w Biuletynie Polskiej Akademii Nauk, czyli za ,zelazna
kurtyna”, przez co nie zostaly zauwazone przez reszte
$wiata. Mozna tez zazartowaé, ze prekursorem w tej
dziedzinie byl Archimedes, ktéry jako pierwszy podatl
obustronne oszacowanie liczby 7 3%’ <7< 3%.
Wiecej o historii analizy interwatowej na stronie
http://www.cs.utep.edu/interval-comp/early.html.

Dzi$ rachunki interwalowe znalazty praktyczne
zastosowanie w dziedzinach, w ktérych projektuje

sie bardzo kosztowne konstrukcje (np. morskie

wieze wiertnicze), wymagany jest wysoki stopien
bezpieczenistwa ludzi (zalogowy sprzet kosmiczny)

lub gdy wymagana jest wysoka precyzja obliczen (np.
bezkolizyjne sterowanie ruchem robotéw podwodnych).

Przejdzmy teraz do krétkiego opisu interwaldw

i operacji, ktére mozemy na nich wykonywaé. Interwat
to obustronnie domkniety przedzial osi liczbowej,
zapisywany zwykle jako x = [z, Z]. Litery pisane
tlustym drukiem beda odtad oznaczaé interwaly,
ktorych konce bedziemy oznaczaé ta sama litera:

dolny z podkresleniem, a goérny z kreska u gory. Zbiér
wszystkich interwaléw zwykle oznacza sie jako IR,
przez analogie do oznaczenia zbioru liczb rzeczywistych
jako R. Mamy wiec: IR ={x = [z,Z] : z,T € R, z < T}.
Zauwazmy, ze poprawnymi interwalami sg réwniez
odcinki o zerowej dlugosci (czyli takie, ze z = T), ktére
nazywamy singletonami. Mozemy to zapisa¢ krétko
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jako R C IR — liczby rzeczywiste sa podzbiorem zbioru
interwaléw.

Chcemy postugiwaé sie interwalami w sytuacjach,
kiedy nasze liczby sa niepewne, ale wiemy, w jakich
granicach mieszcza sie one z cala pewnoscia. Zacznijmy
od czterech dzialan arytmetycznych. Nietrudno sie
przekonaé, ze X +y = [z + y, T+ 7|, natomiast
X—y= [g -y, T — y]. Mnozenie i dzielenie sa bardziej
pracochtonne. Niech ¢ oznacza znak mnozenia albo
dzielenia. Najpierw znajdujemy czteroelementowy zbior
Z = {go Y, TOY, T Y, EQ@}. Wynik mnozenia, badz
dzielenia, wyrazi si¢ wowczas jako: x ¢y =

= [min Z, max Z |, przy czym przy dzieleniu wymagamy,
aby 0 ¢ y (nie dzielimy przez zero).

Wazne: wyniki prostych dzialan arytmetycznych to
zawsze interwaly ciasne, czyli takie, ktére zawieraja
wszystkie mozliwe wyniki operacji przeprowadzonych

na dwoch liczbach, z ktorych pierwsza pochodzi

z interwalu x, a druga z interwatu y, i tylko te wyniki,
bez jakichkolwiek przeszacowan. Problem jednak w tym,
ze nasze obliczenia beda realizowane przez komputery,
ktore pracuja ze skonczona dokladnoécia. W praktyce
jest wiec wrecz konieczne, aby wyniki nawet takich
prostych obliczen byly odpowiednio zaokraglane,
mianowicie ,na zewnatrz”, czyli lewy (dolny) kraniec
interwalu wynikowego w dél, a gérny — w goére. Tylko

w ten sposob nasze wyniki bedg gwarantowane, choé by¢
moze przeszacowane.

Niestety, wyrazenia bardziej skomplikowane czesto
produkuja interwaly szersze, choé¢ zawsze zawierajace
te ciasne. Warto samemu przekonac sig, ze generalnie
mamy x- (y+2z) C x-y+ X -z, a nie réwnos¢! Wniosek
praktyczny jest nastepujacy: zanim obliczymy warto$é
skomplikowanego wyrazenia, postarajmy sie najpierw
przepisac je do takiej postaci, aby kazda zmienna
pojawiala sie w nim tylko jeden raz. Na przyklad: opor
zastepczy dwéch opornikéw, Ry i Ry, polaczonych
réwnolegle, zwykle wyliczamy ze wzoru R = R; -
Rs/(Ry + R2). W rachunkach interwalowych lepszy, bo
ciasny, wynik otrzymamy, stosujac rownowazny wzoOr:
R=1/(g+xr;)

Ale przeciez interwal to zbiér — powinnismy wiec mieé
mozliwoé¢ wykonywania operacji typowych dla zbioréw.


http://www.cs.utep.edu/interval-comp/early.html

Nietrudno si¢ przekonaé, ze p N q (czesé wspdlna) to
przedzial [max(g, q), min(p, q)], natomiast p U q (suma)
wyrazi sie jako [min(p, q), max(p, ﬁ)] Tu pora na dwie
uwagi:

1) Czes¢ wspolna moze przeciez byé zbiorem pustym.
Nasz wzér wyprodukuje wtedy ,nielegalny” interwal,
tzn. taki, ze jego dolny kraniec przewyzsza kraniec gorny.
W praktycznych rachunkach interwatowych wygodnie
jest zapisaé zbiér pusty (interwal pusty) w postaci

@ = [+INF, —INF], gdzie INF jest najwigksza liczba
maszynowa. Wprawdzie ktéci sie to z wymaganiem, aby
spelniona byla nieréwnosé z < 7, ale bardzo praktyczne
jest zastapienie kazdego wykrytego ,nielegalnego”
wyniku tak wladnie zapisanym interwatem pustym.

2) Teoriomnogosciowa suma dwdch interwaléw
niekoniecznie jest pojedynczym interwalem. Tymczasem
w takim wypadku nasz wzér dostarczy nam obiekt
bedacy interwalem, zawierajacym oprécz wszystkich
liczb zawartych w p lub q takze inne liczby. Nazywamy
taki obiekt powlokq wypuklg interwaléow p i q.

Pora na co$ wiecej. Jak obliczyé¢ warto$é pewnej

funkcji f, ktérej argumentem jest interwal x ? Powinien
to by¢ interwal bedacy zbiorem wszystkich wartosci,
jakie przybiera funkcja f, gdy jej argument zmienia

sie w przedziale x. Latwo znalez¢é dokladny wynik,

jesli na odcinku x funkcja f jest stala, rosnaca lub
malejaca. W innych przypadkach sprawy sie komplikuja
(wynik moze by¢ przeszacowany), jednakze dostepne
oprogramowanie radzi sobie z tym. Zawsze jednak

z warunku x; C xo wynika, ze f(x1) C f(x2). Wlasnosé
te ilustruje rysunek

Rys. 1. Wykres funkcji f(t) = A -

sin(wt + ). Czas t jest zwykla
liczba rzeczywista, ale pozostale parametry s niepewne: amplituda
A =[0.95,1.05], czegstosé w = [0.95, 1.05], faza ¢ = [0.40,0.60] (krzywa
kolorem). Po zwezeniu przedzialéw parametréw do A = [0.99, 1.00],

w = [0.95,0.98] i ¢ = [0.55, 0.60] otrzymujemy czarng krzywa, ktéra —

oczywiscie — w calodci zawiera si¢ w kolorowej krzywej

Przemyciliémy na nim co$, co mozna by nazwadé
interwalami wielowymiarowym. W literaturze

takie obiekty zwykle nazywane sa kostkamsi lub
pudetkami. Czym bowiem jest tréjwymiarowy interwatl
(A, w, ) z rysunku [1J? Jesli zechcemy go zilustrowaé

w prostokatnym uktadzie wspélrzednych, to zobaczymy
prostopadloscian, ktorego krawedzie beda réwnolegte
do osi ukladu — co uzasadnia t¢ nazwe, uzywana takze
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przy wigkszej lub mniejszej liczbie wymiaréw. Przy
okazji zdefiniujmy jeszcze pojecie srednicy kostki.
Jest to po prostu dlugoéé jej najdluzszej krawedzi.
Na tym konczymy prezentacje narzedzi potrzebnych
w tym eseju. Wiecej m.in. w Wikipedii, pod hastem
Interval arithmetic.

Opiszemy teraz dwa algorytmy rzetelnego szacowania
wartosci liczbowych parametréow fizycznych oraz ich
niepewnosci, ukrytych w pracowicie zebranych danych.
Rysunek [I] sugeruje niedwuznacznie, ze powinni$my
wystartowaé ze wzglednie duzej kostki, co do ktorej
mamy pewnosé, ze zawiera prawdziwe wartosci
szukanych parametrow. To moze by¢ problem sam

w sobie, ale w przypadku pasowania linii prostej, takiej
jak na rysunku [2| sprawa nie wydaje sie trudna.

“lF
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Rys. 2. Przykladowe dane eksperymentalne z niepewnos$ciami

w obydwu wspoéirzednych oraz kilka linii prostych przechodzacych
przez mozliwie wiele ,,prostokatéw niepewnosci”. Ktéra z nich jest
najlepsza?

Widzimy, ze jesli nasza prosta ma réwnanie y = ax + b,
to a = [0.5,2] oraz b = [—2, 6] beda dobrymi wstepnymi
oszacowaniami poszukiwanych parametréow a i b. My dla
wszelkiej pewnosci, wystartowaliémy z wyraznie wiekszej
kostki: a € [—2.375,12.5] oraz b € [—32.45, 34.3].

Pierwszy algorytm polega na systematycznym
zmniejszaniu startowej kostki poprzez odcinanie

od niej ,,plasterkow”. Najpierw odcinamy potowe
aktualnej kostki, na przyktad dolna potéwke przedziatu
parametru a. Potem testujemy odciety plasterek poprzez
sprawdzenie, czy generowane z niego linie proste maja
czesci wspélne z ktérymkolwiek wynikiem pomiaréw.
Jesli tak, to ciecie sig¢ nie udato i wobec tego probujemy
odciaé cienszy plasterek, mianowicie o polowe cienszy.
Jesli ciecie okazalo sie skuteczne, to w dalszych etapach
bedziemy pracowaé juz ze zmniejszona kostka. I tak az
do skutku, czyli:

a) az odcinana kostka nie bedzie generowaé ani jednej
prostej choéby tylko zawadzajacej o oryginalne dane,
albo

b) wykonamy bezskutecznie maksymalna dopuszczalna
liczbe préb. To znaczy ile? Hmmm, to zalezy od

nas i od doktadnoéci maszynowej. Nie ma sensu
wykonywanie wigkszej liczby cie¢ niz liczba bitéw stowa
maszynowego. Warto jednakze zdac sobie sprawe z tego,
ze juz dziesiata préba to odciecie ~ 1/1000 szerokosci



aktualnie testowanego przedziatu, czyli zmiana 3-4 cyfry
ZNaczacej.

Te czynnosci powtarzamy dla gérnej granicy

parametru a, a potem takze dla parametru b. Opisany
cykl powtarzamy do momentu, kiedy nie uda sig
poprawié¢ zadnego kranca wszystkich poszukiwanych
parametréw. Wynikiem jest ,zaledwie” powloka
interwatowa poszukiwanych parametréw. Dla prostej

z rysunku [2| otrzymali$my a = [1.02271, 1.04840],

b = [2.78378,2.96827] (po zaokragleniu do 5 cyfr
znaczacych). Warto poréwnaé ten wynik z otrzymanym
metoda najmniejszych kwadratéw, uwzgledniajaca
niepewnosci w obydwu wspélrzednych: a = 1.08663392 +
+0.0136490939, b = 2.49181199 + 0.082284525 (spisane
prosto z ekranu, bez zadnych zaokraglen). Ten drugi
wynik jest podany w dobrze znanym formacie: wartosé
Srednia £+ odchylenie standardowe. Obydwa wyniki sa
podobne, choé¢ nasz interwalowy jest jakby nieco szerszy.
Warto zauwazy¢, ze tzw. najlepiej dopasowana prosta
ma parametry spoza kostki interwalowej. Nie jest to
pierwszy przypadek tego rodzaju opisany w literaturze.

Dygresja: Ten sposdéb dopasowania przyda sie gléwnie
podczas kalibracji i do okreslenia doktadno$ci przyrzadu
pomiarowego, kiedy jego niepewno$ci sa zupelnie
nieznane i mamy do dyspozycji jedynie ,surowe” wyniki
pomiaréw. Wéwcezas najlepiej dopasowana prosta to taka,
ze odleglo$¢ najbardziej odstajacego od niej punktu jest
najmniejsza z mozliwych. Ale to nie jest taka sama
prosta, jaka otrzymalibySmy z metody najmniejszych
kwadratéw! Nie woleliby$my przypadkiem najbardziej
prawdopodobnej (wiarygodnej) prostej?

Drugi algorytm operuje na lidcie kostek, ktora na
poczatku zawiera tylko jeden element — kostke startowa.
Musimy jednak, oprécz zwyklych danych wejsciowych,
poinformowaé dodatkowo komputer, jakiej doktadnosci
oczekujemy dla kazdego z szukanych parametréow. Beda
to jednostki dtugosci potrzebne do okreslania $rednic
kostek.

Procedura jest nastepujaca: wybieramy najwieksza
kostke z listy (ona znika z listy) i dzielimy ja na dwie
potowki. Podzial odbywa sie oczywiscie na najdiuzszej
krawedzi. Teraz badamy obydwie potéwki. Badana
kostka jest ,,dobra”, jesli generuje ,grube” linie proste
majace potencjalne czesci wspélne z wiecej niz potowg
danych eksperymentalnych. Jesli tak, to dopisujemy ja
do naszej listy, w przeciwnym wypadku zapominamy ja.
Proces sie konczy, kiedy albo lista okaze sie pusta, albo
beda na niej tylko male kostki, czyli majace srednice
co najwyzej réwna 1.

Pusta lista to zapewne wynik niewlasciwego wyboru
poczatkowego obszaru poszukiwan. Mozliwe jest jednak,
ze wybrany model (w tym przypadku linia prosta)

po prostu nie nadaje sie do opisu badanego zjawiska.
Zwykle jednak wygenerujemy grono kostek podobne do
tego z rysunku [3] Teraz juz nietrudno wyliczy¢ $rednie
warto$ci poszukiwanych parametréw oraz ich odchylenia
standardowe. W tym celu wystarczy potraktowa¢ kazdy
punkt przynalezny do znalezionego grona jako wynik
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prostego, bezposredniego pomiaru. Zainteresowani
wartosciami wspélczynnikéw korelacji tez sobie poradza.

Pozostaje wyjaénié, dlaczego za dobre uznajemy kostki
generujace linie zaczepiajace o wiecej niz potowe
zebranych punktéw — a nie o wszystkie punkty, oraz
znaczenie koloru szarego na rysunku [3] Oté6z kolor
szary oznacza kostki generujace linie proste na tyle
,chude”, ze w calo$ci mieszcza sie w wiecej niz polowie
eksperymentalnych bramek niepewnosci. Takich
kostek nie warto dzieli¢ na mniejsze czesci, co moze
zaoszczedzié sporo czasu i pamieci komputera.
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Rys. 3. Surowy wynik interwatowego dopasowania linii prostej do
danych eksperymentalnych (innych niz te na rys. . Dowolny punkt

z obszaru szarego opisuje prosta, ktéra na pewno przecina wigcej niz
potowe ,,prostokatéw niepewnosci”. Punkty kolorowe nie maja tej
gwarancji, sg kategorii ,,by¢ moze ”

A dlaczego nie wymagamy, aby dopasowana prosta
przechodzila przez wszystkie punkty pomiarowe? Ot6z
wynik pomiaru w formie y + o wcale nie oznacza, ze
warto$é prawdziwa miesci sie w przedziale [y — o,y + o].
Przeciez wszyscy wiedzq, ze zdarzaja sie pomiary
odstajgcee (bledny odczyt/zapis, przeklamanie transmisji,
jakie§ zaklécenia pomiaru itp.), dawniej znane pod
nazwg bledow grubych. Jesli rozklad niepewnosci
pomiarowych jest normalny (gaussowski), to wartosé
prawdziwa ma okolo 67% szans na znalezienie sie w tym
przedziale. Przy nieznanym rozkladzie niepewnosci
pomiarowych musimy sie¢ podeprzeé¢ twierdzeniem
Czebyszewa (1874), ktére moéwi, ze prawdopodobienstwo
odchylenia od wartosci éredniej o wiecej niz ko (k > 1)
nie przekracza 1/k%. Inaczej méwiac, w przedziale

[y — ko, y + ko] powinno sie miesci¢ 100 - (1 — 1/k?)
procent pomiaréw. W naszych dopasowaniach zamiast
przedzialéw [y — o,y + o] powinnismy wiec uzywaé
innych (szerszych): [y — ko, y + ko], ze wspdlczynnikiem
rozszerzenia k tak dobranym, aby prawdopodobienstwo
przejscia dopasowanej prostej przez wiecej niz polowe
zebranych pomiaréw przekraczalo 1/2. Wydawaloby sie,
ze k = /2 powinno byé dobre w kazdym przypadku.
Tak jest, o ile liczba pomiaréw N jest bardzo duza. Dla
N > 55 dobre sa oszacowania (dolne): k > v2(1 + 5%)
(dla N parzystych) oraz k > v2(1+ +) (dla

N nieparzystych). Tymczasem dla N = 3,6, 9, 30 mamy
odpowiednio: k = 2.201664, 1.944591, 1.594986, 1.489787.

Na zakonczenie: praktyka pokazuje, ze prosta
dopasowana ostatnia metoda zwykle przechodzi przez
70-90% prostokatéw niepewnosci punktéw pomiarowych.
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