Lemat o dwéch karuzelach w wersji
rysunkowej

Pierwsza karuzela ma t; ramion

i dokonuje pelnego obrotu w ciaggu

t1 sekund; druga — analogicznie z t5. Jesli
NWD(¢1,t2) = 1, to dowolnie wybrane dwa
ramiona, po jednym z kazdej karuzeli,
beda jednoczesnie skierowane w prawo raz
na t1ts sekund.

(Na rysunku, dla zakolorowanych ramion,
bedzie to mialo miejsce po raz pierwszy
po 27 sekundach, a potem co 40 sekund.)
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Na karuzeli okrecisz sie  Bartlomiej BZDEGA

Ponizej rozwigzemy nastepujace zadanie z etapu korespondencyjnego biezacej
Olimpiady Matematycznej.

Zadanie. Dana jest liczba pierwsza p. Wykazad, Ze istnieje nieskoriczenie wiele
dodatnich liczb calkowitych n, dla ktdrych liczba 2°° — n jest podzielna przez p.

Zanim to zrobimy, przedstawi¢ dwa lematy. Przypomnijmy, ze ciag (a) jest
okresowy, jesli istnieje taka stata naturalna ¢ > 0, ze dla kazdego catkowitego
dodatniego n zachodzi ré6wnosé an++ = an. Najmniejsza taka liczbe ¢ nazywamy
okresem zasadniczym ciagu (a). Méwimy, ze ciag (a) jest okresowy od miejsca no,
jesli réwnosé an++ = ayn, zachodzi dla wszystkich n > ng, przy czym dla n < ng
réwnosé ta nie musi zachodzié, ale moze.

Lemat o jednej karuzeli. Niech (a) bedzie ciagiem, ktérego wszystkie wyrazy
naleza do pewnego skonczonego zbioru A. Zatézmy, ze istnieje taka funkcja f, ze dla
kazdego calkowitego dodatniego n mamy an+1 = f(an) (czyli kazdy kolejny wyraz
zalezy tylko od wartosci poprzedniego). Wéwczas ciag (a) jest od pewnego miejsca
okresowy i jego okres zasadniczy nie przekracza liczby elementéw zbioru A.

Dowdd. Niech |A| = k. Wéréd wyrazéw a1, ag, ..., ar+1 S8 pewne dwa réwne, majace
rézne indeksy. Niech beda to an, 1 any+t — woéwezas 0 < t < k. Zauwazmy, ze jesli
Qn+4t = Gn, to takze anti+t = f(an+t) = f(an) = ant1. Wykorzystujac te wlasnosé
oraz indukcje startujaca od no, dowodzimy, ze an+: = an dla wszystkich n > ng.

Lemat o dwéch karuzelach. Niech (a) i (b) beda ciagami okresowymi od
miejsca ng, z okresami odpowiednio t, i ¢, przy czym NWD(tq,t5) = 1. Rozwazmy
dowolng pare (z,y), w ktérej = ai i y = b; dla pewnych k,l > no. Wtedy istnieje
nieskonczenie wiele liczb naturalnych n, dla ktérych jednoczesnie a, = z i by, = y.

Dowdd. 7 okresowosci danych ciagdéw wynika, ze jesli n > ng oraz n = k (mod t,)
in=1 (mod ), to an, = x i by, = y. Liczby t, i t;, sa wzglednie pierwsze, wiec

na mocy chiriskiego twierdzenia o resztach (o ktérym jeszcze kiedy$ napisze)
dwie powyzsze kongruencje sa réwnowazne jednej: n = m (mod tqtp), w ktérej

m jest pewna stalg. Liczb n > ng spelniajacych te kongruencje jest, rzecz jasna,
nieskonczenie wiele.

Rozwigzanie zadania. Niech a, bedzie reszty z dzielenia liczby n przez p, a b, —
liczby 2°" przez p. Checemy wykazaé, ze a, = by, dla nieskoriczenie wielu liczb
naturalnych n.

Ciag an jest okresowy o okresie zasadniczym t, = p i wystepuja w nim wszystkie
liczby ze zbioru {0,1,...,p — 1}.

Na mocy réwnosci 28" = (23")3 wnioskujemy, ze b,+1 = b5 (mod p), wiec kazdy
kolejny wyraz ciagu (b) zalezy tylko od poprzedniego. Ponadto zbiér wartosci ciagu (b)
jest réwny {0} dla p = 2, a dla p > 2 nie nalezy do niego liczba 0, wiec dla kazdego p
ma on mniej niz p elementéw. Na mocy lematu o jednej karuzeli, ciag (b) jest
okresowy od pewnego miejsca ng, a jego okres zasadniczy t; jest mniejszy niz p.
Niech z = b; dla pewnego | > no — wtedy ar = x dla pewnego k > no. Liczba t, = p
jest pierwsza oraz t, < p, wiec NWD(¢q,tp) = 1. Rozwiazanie koriczy zastosowanie
lematu o dwéch karuzelach z z = y.

Zadania.

1. Ciag (a) spelnia réwnanie rekurencyjne ant+1 = a2 + 1 z warunkiem poczatkowym
a1 = 0. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby pierwszej p istnieja dwie rézne liczby
calkowite dodatnie m i n, dla ktérych p | an + am.

2. Niech d(m) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby catkowitej dodatniej m.
Ciag liczb catkowitych dodatnich (a) spelnia réwno$é ant1 = d(an) + a1 dlan > 1.
Dowiesé, ze ten ciag jest od pewnego miejsca okresowy.

3. Niech W bedzie wielomianem o wspotczynnikach catkowitych. Dla pewnych
liczb pierwszych p # ¢ i pewnych liczb catkowitych dodatnich ni, na zachodzg,
podzielnosci p | W(n1) i q | W(n2). Wykazaé, ze dla pewnego catkowitego
dodatniego n mamy pq | W(n).

4. Uog6lni¢ lemat o jednej karuzeli:

Jesli zbiér A wartosci ciagu a jest skoriczony, a kazdy kolejny wyraz ciggu (a)
zalezy tylko od m poprzednich wyrazéw, to ciag (a) jest od pewnego miejsca
okresowy, a jego okres zasadniczy nie przekracza |A|™.

5. Dowiesdé, ze dla kazdego catkowitego dodatniego d w ciggu Fibonacciego (F)
istnieje dodatni wyraz podzielny przez d.
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