y = f(z)

fol f(z)dz

Tlustracja zasady (A)

Funkcja charakterystyczna zbioru A to
funkcja 1 4: [0,1] — {0, 1} zadana wzorem

1 gdyze€ A,
Ta(z)= {0 W p.p

Objetosé kuli mozna wyznaczyd,
poréwnujac jej plasterki z odpowiednimi
plasterkami walca z wycietym stozkiem

Jesli plasterki powstaja przez dowolne,
niekoniecznie plaskie réwnolegte ciecia —
jak np. warstwy cebuli albo uci¢gte nozem
kawalki tortu — objeto$é réwniez daje sie
wyznaczy¢ na podstawie pdl plasterkow.
Odpowiednia formutla nosi nazwe wzoru
na calkowanie po widknach (ang. coarea
formula).

Zwigzek miedzy calky a pochodng mozna
tez przekué na definicje: catky (dzi$
powiedzieliby$Smy — nieoznaczona)

funkcji f nazwiemy kazda funkcje F,
ktérej pochodng jest f. Oczywiscie
definicja taka nie rozwigzuje wszystkich
probleméw.

Klasyczna definicja Riemanna jest
odrobineg bardziej skomplikowana;
konstrukcja podana tutaj jest

modyfikacja konstrukcji Darboux.

TR AT

L’

n

Ul

Catka Riemanna: sumy L{L i U,{
ograniczajg pole pod wykresem z dotu
i z géry, choé bez uzywania stowa pole

Miara i catka
Michat MISKIEWICZ

Miara — czyli dlugosé, pole, objeto$é etc. — oraz catka ida ramie w ramie. Kto
zna jedno z tych pojeé, tak naprawde zna oba, a to dzigki ponizszym dwoém
obserwacjom

(A) Calka fo
(B) Miara zbioru A C [0,1] to calka z jej funkeji charakterystycznej fo Ta(x

x) dz to pole figury pod wykresem funkcji f.
)dx.

Pojecia te ida ramie w ramie juz od czaséw starozytnych. Méwi o tym zasada
Cavalieriego:

(C) Dwie bryly M, N lezace na poziomym stole przecinamy plaszczyzna

na wysokosci h > 0, otrzymujac ,plasterki”, ktére oznaczymy odpowiednio
przez My, Ny. Jesli dla kazdego h zachodzi réwnosé pél | My | = |Ny|, to
wyjsciowe bryly maja te sama objetosc.

Choé precyzyjne sformutowanie pochodzi od Bonaventury Cavalieriego
(1598-1647) (ucznia Galileusza, zob. notke M. Kordosa w A1), to zasade (C)

i jej warianty znal i wykorzystywal juz Archimedes. Dzieki niej byl w stanie
wyznaczy¢ wzér na objetosé kuli i pole sfery (zob. Af,, Al,). Ten pierwszy wzoér
Czytelnik moze sprébowaé wyprowadzié sam, stosujac zasade Cavalieriego do
dwoch bryl na marginesie.

A gdzie tutaj caltka? Rzeczywiscie, jest troche schowana, ale (C) jest
szczegolnym przypadkiem formuty:

(D) Calka z pdl plasterkéw foh""‘”‘ | M} | dh daje objetosé M.

W istocie jest to wariant zasady (A), w ktérej dlugosci odcinkéw zastapiono
polami plasterkéw, a pole pod wykresem — objetoécia bryty. W omawianym
przed chwila przypadku (C) objetosci M i N okazuja sie calka z tej samej
funkeji |My,| = | Ny|, wiec istotnie musza by¢ réwne.

Wzajemne przenikanie sie teorii miary i calki jest owocne réwniez w dzisiejszych
czasach — do tego tematu wrécimy jeszcze w dalszej czesci tekstu.

Calka Riemanna

Oparcie teorii calki na zwiazku wyrazonym w (A) ma jednak swoja wade —
dopdki pojeciem pola operujemy jedynie intuicyjnie, rozwazania dotyczace catek
rowniez sg niesciste. Mimo to matematycy XVII i XVIII wieku poczynili wielkie
postepy, na przyklad Isaac Barrow (1630-1677) — nauczyciel Newtona — odkry?
i uzasadnit zwiazek miedzy pochodna i calka.

Tradycyjne podejscie miato swoje ograniczenia — nie pozwalato np.

w satysfakcjonujacy sposéb badaé¢ szeregéw Fouriera — wiec poszukiwano takiej
charakteryzacji calki, ktora nie odwolywalaby sie do miary. Dla funkcji ciagglych
Scista definicje zaproponowal Augustin Cauchy (1789-1857), a nastepnie
Bernhard Riemann (1826-1866) uogdlnil ja na szersza klase funkcji. W pewnym
uproszczeniu, definicja jest nastepujaca:

Definicja. Niech f: [0,1] — R bedzie funkcja nieujemna ograniczona. Dla kazdego
n=0,1,2,... podzielmy przedzial [0, 1] na 2" réwnych przedzialéw I,..., Isn,
nastepnie zdefiniujmy dolne i gbrne sumy:

& —22 Rl

Jedli ciagi LY, UJ sa zbiezne do tej samej granicy, catke Riemanna fol f(z)dz
definiujemy jako wlasnie te granice.

Uf—ZQ"supf()

xel},

W definicji powyzej inf i sup to odpowiednio kres dolny i gérny wartosci f na
odpowiednim przedziale. Czytelnik nieznajacy tych poje¢ moze jednak $mialo
przyjac¢, ze chodzi o minimum i maksimum — dla dalszych rozwazan nie ma to
znaczenia.

Zadanie 1. Oba ciagi Lf, UJ sa monotoniczne — pierwszy niemalejacy, drugi
nierosnacy — oraz L < UJ dla kazdego n. W szczegdlnoéci, oba sa zbiezne
i w ogélnym przypadku zawsze lim L < lim U;.
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Przytoczone tu informacje historyczne
pochodza z ksigzki T. Hawkinsa
Lebesgue’s theory of integration. Its
origins and development, AMS Chelsea
Publishing (2001).

Dowolng funkcje¢ ograniczong mozna
rozlozy¢ na réznice f = fi — f_ funkcji
nieujemnych, co pozwala rozszerzy¢ klase

funkcji catkowalnych: ff = ff+ — ff,

A

Catka Lebesgue’a: efekt cigcia na
plasterki poziome zamiast pionowych

* Dlaczego miare zewnetrzng, a nie po
prostu miare? Otéz za chwile si¢ wyjasni,
dlaczego A rzeczywiscie nie zastuguje

na miano miary.

Rodzina przedziatéw pokrywa zbiér A,
jesli zawiera si¢ on w sumie mnogosciowej
tych przedzialéw. Dopuszczamy przy tym
rodziny skoriczone (zawsze mozemy je
rozszerzy¢, dodajac wiele przedzialow
dtugosci 0).

Jak widac¢ z definicji, nie kazda funkcje da si¢ scatkowacé — dla niektérych
funkcji f (przyktadowo, dla f(z) = Lgno,1)(z)) catka po prostu nie jest okreslona.
Dla odpowiednio porzgdnych funkcji jest to jednak mozliwe, o czym Czytelnik
sam latwo sie przekona:

Zadanie 2. Jesli f jest jednostajnie ciagta, to jest catkowalna.
Wskazowka. Sprobowaé prostszego przypadku: np. przy zatozeniu

f(@) = F)] < V]z —yl wykazac |Lj, - UJ| < 27"/,

Zadanie 3. Jedli f jest monotoniczna, to jest calkowalna.

Wskazéwka. Poréwnaé sumy LI, Ul wyraz po wyrazie i przekonaé sie, ze
L], = Ul =27"f(1) = f(0)].

Catka Lebesgue’a

Wspélczesnym catka Riemanna wydawala si¢ szczytem ogdlnosci. Rzeczywidcie,
definicja dopuszcza zupelnie dowolne funkcje — zamiast koncentrowaé sie np.
na funkcjach ciaglych — a klasa funkcji catkowalnych jest niejako produktem
ubocznym. Biorac pod uwage, ze w czasach Riemanna dowolne funkcje byly
wzgledna nowoscia (zamiast tego rozwazano raczej funkcje zadane jawnymi
wzorami), jest to niezwykle osiagniecie.

Jak wiedza studenci pierwszych lat studiéw $cistych, calka Riemanna rozwiazuje
cale mnostwo praktycznych probleméw. Nie jest jednak pozbawiona wad,
réwniez z punktu widzenia zastosowan. Problematyczne okazuje sie np.
przechodzenie do granicy pod znakiem calki; chodzi tu o sformulowanie typu
jedli ciag funkcji f,, zbiega do f, to cigg liczb fol fn zbiega do fol 1.

Motywowani potrzeba rozwiazania tych probleméw, matematycy XIX wieku
opracowali teori¢ miary (wigcej o tym w Af,), ktéra pozwalata na zdefiniowanie
calki jako pola pod wykresem. Z dzisiejszego punktu widzenia zwyciezyla
propozycja Henriego Lebesgue’a (1875-1941), oparta na obserwacji podobnej

do (A). Ot6z jesli catka ma byé polem pod wykresem, to réwnie dobrze owo
pole mozemy ciaé¢ pionowo (wedlug argumentéw), co poziomo (wedlug wartosci).
Trzeba sie tylko zastanowi¢, jak duze sa powstale poziome plasterki. Mozna wiec
zdefiniowaé catke Lebesgue’a nastepujaco:

Definicja. Jak poprzednio, niech f: [0,1] — R bedzie funkcja nieujemna
ograniczona. Dla kazdego 0 < t < fiax definiujemy nadpoziomice jako zbior
P, :={x €0,1] : f(x) > t}, a nastepnie calke Lebesgue’a jako liczbe

1 fmax
(%) [flx)dz:= [ |Pdt,
0 0

gdzie | P;| jest miarg zbioru P; C [0, 1].

Definicja taka wydaje si¢ ttumaczy¢ nieznane przez nieznane. Narzucaja sie od
razu dwa gléwne zarzuty:

— W odréznieniu od catki Riemanna, definicja caltki Lebesgue’a zmusza nas do
okreslenia miary przed okresleniem calki. Niejako krecimy sie wiec w koétko.

— Nawet przy okreéleniu miary catke definiujemy jako catke, wiec gdzie tutaj
postep?

Drugi zarzut latwo jest oddali¢. Jakkolwiek patologiczna nie bylaby funkcja f,

jej nadpoziomice maleja, to znaczy P; C Ps, o ile s < t. A poniewaz wigksze zbiory

maja wigksza miare (do tego faktu jeszcze wrécimy), wiec funkcja ¢ — |Py| jest

funkcja nierosnaca. Zgodnie z zadaniem 3 taka funkcja jest zawsze calkowalna

w sensie Riemanna, powinnidmy wiec definicje (ED udcislié: catke Lebesgue’a f f

okreslamy jako catke Riemanna [ |P].

Aby jako$ ominaé (na chwile) pierwszy z zarzutéw, mozna wprowadzi¢ miare
zewnetrzng™ Lebesgue’a A wzorem

(oo}
AMA) = inf{z |ar, — by| : rodzina przedzialéw [ay, bi] pokrywa A}
k=1
i wyjasnié, ze przez |A| bedziemy tak naprawde rozumieli A(A). Co prawda wzér
ten wymaga rozwazenia wszystkich pokryé¢ zbioru A przez rodziny przedzialéw,
ale mozna sprawdzi¢ pewne podstawowe pozadane wlasnosci:
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Przyktad. Z zadan 4 i 5 wynika, ze
A(@Q@nN[0,1]) = 0, wigc catka Lebesgue’a
z funkeji f(z) = Lgnpo,1] Wynosi okragle
Zero.

w

Rozwigzanie zadania M 1706.

Liczby (z — a), (x —b), (x —¢) i (x — d)
sg calkowite o iloczynie réwnym 4. Wobec
tego ich wartosci bezwzgledne sg réwne 1,

1,1, 4 1ub 1, 1, 2, 2 (w pewnej kolejnosci).

Jednakze wsréd dowolnych trzech liczb
dwie z nich maja ten sam znak, stad

w pierwszym przypadku dwie liczby
bylyby réwne 1 — oznaczaloby to, ze dwie
liczby sposéréd a, b, ¢ i d sg réwne
sprzecznosé.

Zatem moduly rozwazanych liczb sa
réwne 1, 1, 2, 2. Podobnie jak wyzej,
uwzgledniajac, ze a, b, ¢ i d sa parami
rézne, widzimy, ze liczby (z — a), (z — b),
(z —c¢)i(xz—d) saréwne +1, £2

w pewnej kolejnosci. Jednakze wtedy

(@—a)+ (@ —b)+ (@ —0) + (& —d) =
=HD+ D+ H2) +(-2) =0,
skad szybko dostajemy teze.

O konstrukcjach zbioréw niemierzalnych
(czyli zbioréw A, B o opisanych tu
paradoksalnych wlasnos$ciach) mozna
przeczytaé w artykutach P. Zakrzewskiego
w Agg i L. Rajkowskiego w A(fg.
Paradoksalny rozktad kuli
Banacha—Tarskiego, opisany przez

J. Jaszunska w A‘ll7, jest tu szczegdlnie
spektakularnym przyktadem.

Zadanie 4. Dla dowolnych a,b € R zachodzi A([a,b]) = |a — b|. Ponadto dla
dowolnego zbioru A C R i funkcji liniowej f(z) = ax 4+ b mamy A(f(A)) = |a|A(A).
Zadanie 5. Dla dowolnych zbioréw Ai, Ao, ..
AMUnZr An) < 22050 MAR).

Lebesgue (i jego poprzednicy) wiedzieli jednak, ze z tak zdefiniowang caltka jest

jeden fundamentalny problem. Zanim do niego przejdziemy, zilustrujmy
pozytki pltynace z nowej teorii.

. zachodzi nieréwnosé

Nowe perspektywy

Konstrukcja Lebesgue’a pozwala definiowaé catke wszedzie tam, gdzie
umiemy zdefiniowaé¢ miare. Przykladowo, Lebesgue podal konstrukcje miary
powierzchniowej na sferze S?. Dla funkcji f: S* — R zdefiniowal wiec calke [, f

jako calke Riemanna [)™* |P| dt, przy czym tym razem P; s podzbiorami S?.
Nadaje to sens takim pojeciom jak srednia temperatura na Ziemi — jest to calka
funkcji temperatury 7: S? — R podzielona przez pole powierzchni Ziemi.

Innym owocem nowej teorii byta nowoczesna interpretacja rachunku
prawdopodobienistwa, pochodzaca od Andrieja Kolmogorowa (1903-1987).
Zapostulowal on mianowicie, by funkcja przyporzadkowujaca zdarzeniu A jego
prawdopodobieristwo P(A) byla wladnie miarg na zbiorze zdarzen elementarnych.
Jednym z pluséw takiego Scistego podejscia jest mozliwosé zdefiniowania
wartosci oczekiwanej E(X) (danej zmiennej losowej X) jako calki.

Jako przyklad rozwazmy zmienna o rozkladzie wykltadniczym z parametrem A > 0.
Rozklad ten jest scharakteryzowany przez warunek P({X > t}) =e M dlat >0
(innymi stowy, przez swoja dystrybuante), co pozwala wyznaczy¢ oczekiwana
wartosé takiej zmiennej:

E(X)= [PUX > t})dt = [ e Mdt = 1.
0 0

A co jest nie tak?

Czas na wspomniane Powazne Zastrzezenie: od calki oczekujemy, by dla
dowolnych funkcji f, g zachodzila réwnosé fol(f +g) = fol f+ fol g. I calka
Riemanna te wlasnoé¢ posiada, ale catka w nie! (a przynajmniej nie

w podanym sformulowaniu).

Jesli wejdziemy o krok glebiej, to okaze sie, ze podobna ulomno$é posiada
miara zewnetrzna Lebesgue’a A: istnieja rozlaczne zbiory ograniczone A, B C R,
dla ktérych A(A U B) # A(A) + A(B). Radykalne rozwiazanie przyjete przez
twércow teorii miary jest nastepujace: ograniczy¢ rodzine zbioréw, ktérych miare
bedziemy rozwazac.

Definicja. Niepusta rodzine F podzbioréw R nazwiemy o-cialem, jedli jest
zamknieta na przeliczalne dzialania teoriomnogosciowe (sumy, przeciecia,
dopelnienia). Miara na (R, F) nazwiemy wéwczas dowolna funkcje p: F — [0, o0
spelniajaca p(0) = 0 oraz

u( U An) = Z w(A,) dla dowolnego ciagu roztacznych zbioréw A, € F.
n=1 n=1

Ostatecznie, funkcje f: R — R nazywamy mierzalna, jesli kazdy ze zbioréw
{z e R: f(z) >t} (dla dowolnego t € R) nalezy do F.

Na koniec jestem wiec winien Czytelnikowi pewne wyjasnienie. Mozna dowies¢,

ze po ograniczeniu do pewnego o-ciata F, zawierajacego m.in. wszystkie

skoniczone przedzialy, \: F — [0, 0o] staje sie miara. Dalej, nalezy zawezi¢

rozwazania jedynie do mierzalnych funkeji f: [0,1] — R. Wkladem Lebesgue’a do

teorii calki bylo wykazanie, ze:

— kazda funkcja catkowalna w sensie Riemanna jest mierzalna;

— dla funkcji mierzalnych calka okreslona w @ ma wszystkie oczekiwane
wlasnosci, w tym wiele takich, ktérych brakowalto calce Riemanna;

— dla funkcji catkowalnych w sensie Riemanna oba pojecia calki sie pokrywaja.

Ale to jest juz temat na dluzsza opowiesé, zazwyczaj opowiadana w formie
semestralnego wyktadu.
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