Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 839, 840

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2022
Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
825 (WT = 2,50) i 826 (WT = 1,83)
z numeru 9/2021

Janusz Olszewski Warszawa 43,67

Btazej Zmija Krakéw 40,50
Kacper Morawski Warszawa 37,16
Witold Bednarek FLédz 36,36
Adam Woryna Ruda S1. 36,14
Pawel Najman Krakéw 35,90
Marcin Kasperski Warszawa 34,05
Andrzej Kurach Ryjewo 33,26

Rozwigzania zadan z numeru 12/2021
Przypominamy tresé¢ zadan:

831. (a) Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja warunki:
azb>2c>d>1; bec<ad. Ustalic, ktéra z liczb A, B jest wigksza:
A = 2022 4 2021 4 2021 4 4 42022 4 2022 4

(b) Pokaza¢, ze dla dowolnie zadanych liczb a > d > 1 oraz ¢ > 1
mozna znalezé takie liczby b, ¢ € (d, a), ze bc < gad, ale wartosci
wyrazenn A, B, okreslonych w czesci (a), nie spelniajg uzyskanej tam
nieréwnosci.

2022, 2021 2021

B=a

832. Numerujemy wierzchotki n-kata wypuktego liczbami 1,...,n
(kazda wystepuje raz; kolejno$é dowolna). Kazda krawedz (bok
wielokata) otrzymuje etykiete ze zbioru {1,...,n—1}, okreslong jako

warto$¢ bezwzgledna réznicy liczb bedacych numerami jej koncéw.

Dla kazdego n > 3 wyznaczy¢ najwieksza liczbe k, dla ktorej istnieje
takie ponumerowanie wierzchotkéw, ze kazda liczba ze zbioru
{1,...,n—1} pojawia si¢ jako etykieta pewnej krawedzi, przy czym
etykieta k (i tylko ona) pojawia si¢ dwa razy.

831. (a) Przy podanych zalozeniach wigcksza jest liczba A;

uzasadnienie sprowadza sie do wykazania, ze funkcja
fl@)=a" =b" =" +d”

jest rosnaca w przedziale [1,00); teza A > B to nieréwnoéé

£(2022) > £(2021). Monotonicznoé¢ funkcji f mozna

wykazaé, badajac jej pochodng albo (prosciej) oznaczajac

ad ad

>1, p=bz1, A=y,
C C

@
b
i stosujac przeksztatcenie

fl@)=d"((aB)" =" +1) =" = d"(a” = 1)(B" = 1)+c"(A" ~1),
dajace przedstawienie funkcji f jako sume funkcji
niemalejacej i funkcji Scidle rosnacej.

o=

b) Teraz uzyjemy funkeji g(¢) = t2°22 — 2921 rosnacej
yjemy g acej

w przedziale [1,00). Dla zadanych liczb a > d > 1

oraz q > 1 bierzemy dowolna liczbe ¢ € (d, a) taka, ze
¢ < qd. Majac ustalone ¢ > d i korzystajac z ciaggtosci g
(w punkcie a), znajdujemy liczbe b € (d, a) taka, ze
g(a) — g(b) < g(c) — g(d). Skoro b < a, ¢ < qd, zatem
bc < qad; przy tym

A~ B = (g(a) - (b)) — (9(c) — g(d)) <O0.

832. Niech (z1,...
{1,...

Ciag (y1,...,Yn) jest permutacjg zbioru
{1-m,...,—1,0,1,...,n—m}. Dodatnie igreki majg sume
1(n —m)(n — m + 1); ujemne igreki maja sume moduléw
i

5(m — 1)m. Poniewaz

,Zn) bedzie dowolna permutacja zbioru
,n}. Przyjmijmy m = [n/2] oraz y; = z; — m.

(1) |zs — zip1] = |y — yir1| <yl + lyisal,
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839. Funkcja f (zmiennej rzeczywistej) nazywa sie wypukla w przedziale J, gdy
dla kazdej pary punktéw z,y € J oraz dla kazdej pary liczb p,q > 0, ktérych
suma wynosi 1, zachodzi nieréwno$é¢ f(pz + qy) < pf(z) + qf (y).

Niech beda dane funkcje f, F': (0,00) — R zwiagzane zaleznoscia
F(z) =z f(1/x). Udowodnié¢, ze w przedziale (0,00) funkcja F' jest wypukla
wtedy 1 tylko wtedy, gdy funkcja f jest wypukla.

840. Dane sa liczby naturalne n,k > 1. Niech M =1+ k+ k% 4+ ...+ k"L
(a) Dowiesé, ze jesli M =1 (mod n), to k=1 =1 (mod M).
(b) Wyjasnié, czy zachodzi implikacja odwrotna (do podanej w czesci (a)).

Zadanie 840 zaproponowal pan Tomasz Ordowski

zatem

n n n
Dz — @] < Z(|yi| + \yi+1|> =2yl =
i=1 i=1 i=1
=mn-m)(n—m+1)+(m—-1)m
(przyjmujemy Tnt+1 = T1, Ynt1 = y1). W zaleznosci od
parzystosci liczby n, mamy n = 2m lub n = 2m — 1.
Uzyskane wyrazenie ma (odpowiednio) wartosé¢ 2m? lub
2m? — 2m, czyli n?/2 lub (n® — 1)/2. Dostajemy oszacowanie

(2) Z |zi — @ipa1] < {7J
i=1

Bedzie tu zachodzita réwnosé, gdy nieréwnos$é (1) stanie sie
(dla wszystkich i) réwnoscia; czyli gdy yiyi+1 < 0. Mozemy
to uzyskaé (na przyktad) biorac y1 = 0 i umieszczajac
igreki dodatnie w dowolny spos6b na pozycjach parzystych,
a ujemne na pozycjach nieparzystych (lub odwrotnie).

W kontekscie zadania, x1,...,z, to oczywiscie liczby
przyporzadkowane kolejnym wierzchotkom n-kata,

a sktadniki sumy (2) to etykiety kolejnych krawedzi. Gdy
wszystkie te etykiety sg rézne, z wyjatkiem etykiety k,
powtarzajacej si¢ dwa razy, wowczas suma ta wynosi

(1 +...+ (n—l)) + k, i z oszacowania (2) otrzymujemy

3) k—i|$i—wi+1|—n(n_1)< \fﬁJ _M:

-13)

Jak poprzednio, aby uzyskaé¢ réwnosé, bierzemy

y1 = 0 i dalej przeplatamy na przemian igreki dodatnie

i ujemne, ale teraz w porzadku wzrastania ich wartoéci
bezwzglednych. Wéwczas ciag (r1,...,7n—1), gdzie

ri = |ys — Yit1| = |xs — xix1] jest Scidle rosnacy, wiec
wyczerpuje wszystkie wartodci od 1 do n—1; a zamykajaca
cykl réznica |y, — y1| jest réwna wlasnie |n/2] (i dubluje
swoje wezesniejsze wystapienie). Dobrze to widaé¢ na
przyktadzie: dla n = 5 oraz n =6 (i tu, i tu m = 3) mamy
ciagi igrekéw:

(0,1,-1,2,—2) oraz (0,1,—1,2,—2,3);
te same przyktady w jezyku ikséw (x; = m + y;):
(3,4,2,5,1) oraz (3,4,2,5,1,6);

réznica miedzy wyrazem ostatnim i pierwszym wynosi
odpowiednio |5/2] oraz |6/2].

Z oszacowania (3) i podanej konstrukcji wynika odpowiedz:
[n/2] jest maksymalng mozliwa wartoscia k.



Uwaga 1. Az do stéw W kontekscie. . .” nie Uwaga 2. Michal Adamaszek, autor zadania, zwrécit uwage,

zostato wykorzystane zatozenie ze permutacje (21,...,Zn), w ktérych wszystkie wartosci

o réznowartosciowosci etykiet (poza jedna). |x; — xit1] (dla i =1,...,n—1) sa rézne, byly przedmiotem badan

Dzigki temu 6w poczatkowy fragment rozwigzania (https://mathworld.wolfram.com/GracefulPermutation.html).

daje dowdd wlasnosci o bardziej ogdlnym Domykajaca cykl réznica |z, — z1| dubluje jedna z tych n—1

charakterze, waznej i ciekawej: dla dowolnej wartosci (to liczba k z zadania). Otwarte pozostaje pytanie

permutacji (z1,...,%,) zbioru {1,...,n} suma o dokladna identyfikacje¢ wszystkich mozliwych par (z1,zx)

cykliczna 3~ |x; — x;41| nie przekracza [n?/2]  (http://people.math.sfu.ca/ goddyn/Problems/problems.html), a nawet
(wzér (2)). pytanie o zbiér wszystkich mozliwych wartosci k (dla ustalonej liczby n).

Klub 44 F Zadania z fizyki nr 736, 737

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

736. Cewke o indukcyjnosci L polaczong szeregowo z idealna dioda podtaczono
w chwili tg do Zrédia napiecia przemiennego u = U sinwt (rys. 1). Znalezé
natezenie pradu w cewce w funkcji czasu. Opory omowe zaniedbujemy.

Termin nadsylania rozwiazat: 30 VI 2022 737 Lodéwka utrzymuje w zamrazalniku stalg temperature —12°C. Gdy
temperatura w pokoju wynosi 25°C, silnik wlacza sie co 8 minut, pracuje
5 minut, po czym nastepuje pauza. Jak czesto i na jak dlugo bedzie wlaczaé
sig lodowka, gdy temperatura w pokoju obnizy sie do 15°C? Przy jakiej
maksymalnej temperaturze w pokoju lodéwka moze utrzymaé¢ w zamrazalniku
zadang temperature? Zakladamy, ze lodéwka jest idealng maszyna cieplng.

Rys. 1
Rozwigzania zadan z numeru 12/2021
@B Przypominamy tresé¢ zadan:
£ 728. Dodatnio naladowana czgstka porusza sie w jednorodnych, wzajemnie prostopadlych polach:
To elektrycznym o natezeniu F i magnetycznym o indukcji B. W pewnej chwili predkosé czastki wynosi
. Uo (Vo LE i U9 LB; rys. 2), przy czym E = vgB. Ile wynosi warto$é¢ wektora predkosci czastki w tych
E chwilach, gdy tworzy on kat m z wektorem vp?
Rys. 2 Rys. 3 729. W obwodzie przedstawionym na rysunku 3 wszystkie woltomierze sg identyczne. Sita
elektromotoryczna baterii wynosi £ =5 V, jej opér wewnetrzny jest zaniedbywalny. Gérny woltomierz
wskazuje napiecie Uy = 2 V. Co wskazujg pozostale woltomierze?

728. Czastka porusza si¢ w plaszczyznie XY (rys. 4) i w chwili, gdy jej predkosé jest
réwna ¥ = (vsz,vy), sita Lorentza wynosi F' = q(—vy B, v. B), gdzie ¢ jest fadunkiem
czastki. Réwnanie ruchu czastki w kierunku osi X ma postaé

Ylrmmmmmm - ’ dvg dy
[ m—— = —quyB = —qB—
} dt q Y q dta
AT gdzie m jest masa czastki, a jego rozwigzanie
Y vy = vo — qBy/m.
Rys. 4 W chwilach, gdy predkosé czastki tworzy kat m z wektorem predkosci poczatkowej,
vp=—v 1 y=m(vo+v)/qB.
7 zasady zachowania energii
2 2
I mv”  muop
IO 5 = o Taby
I Uwzgledniajac, ze E = voB, otrzymujemy réwnanie kwadratowe
2
v? — 200V — 31}02 =0,
ktorego rozwiazaniem jest szukana warto$¢ predkosci: v = 3wg.
Rys. 5 . . . . —
729. Zgodnie z drugim prawem Kirchhoffa dla duzego oczka napiecie wskazywane
przez dolny woltomierz wynosi Uz = 3V. Oznaczajac natezenia pradéw plynacych
odpowiednio przez gérny, dolny i $rodkowy woltomierz przez I, I2, I3 (rys. 5) mamy
z pierwszego prawa Kirchhoffa: Io = I1 + I3. Stad, poniewaz mierniki sa jednakowe,
Us =U; — U =1V.
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspolezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.
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