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Rozwigzanie zadania M 1707.
Zalézmy, ze m = 4n? + 4r 4+ 1 nie jest
réwne 1 ani nie jest liczbg pierwsza.
Wéwcezas posiada nieparzysty dzielnik
pierwszy p = 2k + 1 taki, ze p < /m.
Mamy zatem dwa przypadki: 1) p < /m.
Wtedy
m — p?

4
jest liczba catkowita dodatnig podzielng
przez p, skad z warunkéw zadania jest
réwna p. Zatem

712+7‘7k'(k+1):p:2k’+1,
czyli
n2dr—(k+1)(k+2) = 2k+1—-2(k+1) =
= -1

n? +r—k(k+1) =

wbrew zaltozeniu zadania.
2) p = /m. Wtedy
4n? +4r+1= p2 =
skad

(2k 4+ 1),

n?+r—(k—1)k=2k

sprzecznosé¢ z zalozeniem, o ile k # 1.
Zatem k=11

an?+4ar+1=3>=09.

wszedzie Mirostaw LACHOWICZ*

Leonardo Pisano (ok. 1170 — ok. 1242) znany jest powszechnie pod pseudonimem
Fibonacci. Pisano takze nie jest jego nazwiskiem — oznacza jedynie, ze

urodzil sie w Pizie. Fibonacci to syn Bonacciego. Byl synem zapewne bardzo
spokojnego cztowieka, skoro jego ojciec mial pseudonim Bonacci. Fibonacci byt
prawdopodobnie jednym z najwybitniejszych matematykéw w historii. Jako
gléowna jego zastuge uznalbym przeniesienie na grunt bardzo woéwczas ospatej
matematycznie (i nie tylko) Europy — idei matematykéw hinduskich i arabskich.
To on polaczyl je z ideami matematykdéw greckich, a w szczegdlnoscei z ideami
geometrii euklidesowej. Wprowadzil i pokazal zalete systemu liczb arabskich
(ktére nazywal, i stusznie, hinduskimi) z ukladem pozycyjnym. Upowszechnil
liczbe 0, ktérej nie znat system rzymski. Trudno sobie wyobrazi¢ rozsadna
matematyke bez 0. Trudno sobie wyobrazi¢ opis §wiata bez 0. Nazwa 0 — zero

— ma tez ciekawa historie. Po tacinie bylo nazywane zephirus, co pochodzito od
arabskiego sifr, to z kolei pochodzito z sanskrytu sunya oznaczajacego pustke.
Zephirus poprzez dialekt wenecki (veneziano) stalo sie zevero, a stad juz tylko
krok do naszego zera. Naszego i w wielu innych jezykach. Czy mozna powiedzied,
ze jezeli co$ ludzko$é taczy, to wiaénie 07

Rzymianie do liczenia uzywali abakusa (liczydla). W swoim dziele Liber abbaci
nasz Leonardo, wbrew tytutowi, pokazal, ze to nie abakus, lecz system arabski
(hinduski) ulatwia i wrecz umozliwia rachunki. Warto zauwazy¢, ze Leonardowi
udato sie¢ to, co nie powiodlo sie 200 lat wczesniej papiezowi Sylwestrowi I1.
Cho¢ tatwo nie byto — prawie 80 lat po dziele Leonarda miasto Florencja
zabronilo bankierom uzywania cyfr (hindusko-) arabskich (bo mogliby oszukiwad,
szczegdlnie ci z Pizy).

Leonardo najbardziej znany jest z ciagu Fibonacciego, omawianego juz w Delcie
(artykuly P. Domanskiego i J. Gérnickiego). Najczesciej ciag ten wiaze sie

z populacja krolikow. Moze byé traktowany jako prosty model populacji ze
struktura wieku. Oczywiscie model nie jest zbyt realistyczny (,,para rodzi pare”)
i do$¢ szybko zakrélikowalibySmy caly $wiat, niczym Lejzorek Rojtszwaniec

w ksiagzce I. Erenburga.

Rozwazamy pary réznoplciowe krélikéw mlodych (,kréliczkéw”), ktére sie nie
moga rozmnazad, i dojrzatych (,krolikow”), ktére moga i to czynia. Zakladamy,
ze ani kréliczki, ani kroliki nie umieraja. Czas liczymy sezonami. Nowo urodzone
kréliczki potrzebuja sezonu, by dojrze¢. Kazda para (dojrzatych) krolikéw

w kazdym sezonie wydaje na $wiat pare kréliczkéw. W chwili n = 1 kupujemy
pare kréliczkow. Mamy wiec jedna pare dla n = 1. Ta para dojrzewa — mamy wiec
dla n = 2 jedna pare krélikow. Dla n = 3 para krolikéw wydaje na Swiat jedna
pare kréliczkéw, mamy wiec jedna pare kréliczkéw i jedna pare krélikéw. Jezeli
F,, jest suma par kroliczkow i krélikow w sezonie n, to

(1) Fi=1, Fo=1, F,=F, 1+ F,_2, n=3,4,...

Jest to stynny ciag Fibonacciego 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,..., o ktérym
mozna poczyta¢ w w.w. pracach. Okazuje sie, ze liczby z ciagu Fibonacciego
czesto spotyka sie w przyrodzie. Oto na przyklad liczby ptatkéw korony
kwiatow:

o 1 platek: Cantedeskia (Zantedeschia) zwana kalia,

« 2 platki: wilczomlecz sosnka (Euphorbia cyparissias L.),

« 3 platki: strzalka wodna (Sagittaria sagittifolia L.), $niezyczka przebiénieg
(Galanthus nivalis L.),

o 5 platkéw: réza dzika (Rosa canina L.), niezapominajka, niezabudka
(Myosotis L.), dziurawiec (Hypericum L.), bodziszek cuchnacy (Geranium
robertianum L.),

o 8 platkéw: kosmos (Cosmos Cav.).

Zbyt entuzjastyczni interpretatorzy sktonni sa uznaé, ze wszystko w przyrodzie
jest zbudowane wedtug ciagu Fibonacciego. Niestety przyklady:

o 4 platki: wiesiolek (Oenothera L.), mak polny (Papaver rhoeas L.), godecja
wielkokwiatowa (Godetia grandiflora),
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e 6 platkéw: lilia (Lilium L.), zawilec gajowy (Anemone nemorosa L.), tulipan
(Tulipa L.), niektére rodzaje powojnika (Clematis L.),
o 7 platkéw: sibdmaczek lesny (Trientalis europaea L.),

pokazuja, ze nalezy by¢ ostroznym w formutowaniu tak daleko idacych zdan.
Z drugiej strony te kontrprzyktady nie powinny nam psué przyjemnosci
kontemplowania sytuacji w przyrodzie, gdy istnieje zgodnos¢ z ciagiem
Fibonacciego.

Rozwiazania trzeciego rownania w mozna poszukiwaé warto$¢ wtasna. Iloraz

w postaci F,, = A\". Po wstawieniu otrzymujemy tzw. 1_ (1_\/5)”“
wielomian charakterystyczny przyréwnany do 0: Fria _ 1+45 1+v5
F, 2 1-v5\"
A2-A—1=0. " 1—<1+¢5)
Pierwiastkami (warto$ciami wlasnymi) sa A_ = 172\/5 zbiega do # = ®, gdy n — oo, gdzie ® jest liczbg
i\, = 1+2\67 a zatem rozwiazanie ma postaé zlotego podziatu — zauwazyl ten fakt Johannes Kepler
(1571-1630).

(2) Fp,=c_ (1_\/5> +ey (1+\/5) ,n=12 ..., Jezeli chcemy, za Euklidesem, aby odcinek dtugosci = + y

2 2 zostal roztozony na dwa odcinki o dtugosci = i y, tak

gdzie stale c_ i c4 nalezy wyznaczy¢ tak, aby bytly
spelnione dwa pierwsze rownania . Otrzymujemy
L ktére po wstawieniu do

zatem cy = —c_ =

%7

daja tzw. wzér Bineta. Rozwiazanie mozna zapisaé

1\/5> ,m=1,2,...
1++/5

Widaé¢ zatem, ze dla duzych n ciag F,, bedzie si¢

w nastepujacej postaci:
A (57 (- (
NAUE

F, =

n
zachowywat jak ciag geometryczny % <1+2‘/5) . Jest

to wniosek z ogélnego faktu wynikajacego z twierdzenia

aby stosunek dluzszej czedci y do krétszej = byt taki sam
jak stosunek dlugoéci catego odcinka x 4 y do czesci
dtuzszej y, to otrzymujemy

y_ety 4_y
Y x

Zloty podzial znali juz starozytni Babilonczycy
(IX w. p.n.e.), Egipcjanie i Grecy. Wykorzystywali go
w architekturze i zdobieniach. Litera ® pojawila si¢ na
cze$¢ rzezbiarza Fidiasza (ok. 490 p.n.e. — ok. 430 p.n.e.).
Ciekawe jest pytanie, czy ztoty podzial rzeczywiscie
ujmuje istote naturalnego piekna, czy tez Grecy
przekazali nam wzorzec, ktéry uksztaltowal nasze

® ~ 1,61803.

1
O=17+—
x +<I>’

Frobeniusa—Perrona: o zachowaniu decyduje dominujaca poczucie piekna.
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Sporo informacji o ztotym podziale oraz zgodnosci ciagu Fibonacciego
ze $wiatem mozna znalez¢ w artykule Urszuli Forys.

W Indiach ciag Fibonacciego pojawil sie w sanskryckiej prozodii (system
wersyfikacji). W ustnej tradycji sanskryckiej ktadziono duzy nacisk na to, jak
dtugie (L) sylaby (2 jednostki trwania) mieszaja sie z krétkimi (S) sylabami

(1 jednostka). Liczenie réznych wzorcéw L i S w ramach okreslonej stalej
dtugosci prowadzilo do ciggu Fibonacciego: liczba wzorcéw, w ktorych jest

n krétkich sylab, to liczba Fibonacciego F, 1. Idee te mozna znalezé w pracach
Pingali (200 p.n.e.), Virahanki (700 n.e.), Gopali (ok. 1135) i Hemachandry
(ok. 1150).

Acharya Hemachandra (ok. 1088 — ok. 1173) byl hinduskim poeta,
matematykiem, filozofem i jezykoznawca. Nasladujac Gopale, opisal ciag
Fibonacciego okolo 1150 roku, czyli ponad 50 lat przed Fibonaccim. Rozwazal
liczbe kadencji o dtugosci n, pokazal, ze mozna je utworzy¢, dodajac krotka
sylabe do kadencji o dtugoséci n — 1 lub dluga do kadencji o dlugosci n — 2.

Gopala i Hemachandra rozpatrywali nastepujacy uogdélniony ciag:

(3) Gi=a, Go=b G, =Gp_1+Gp_2, n=3,4,...

Po wstawieniu @ = 11 b = 1 otrzymujemy ciag Fibonacciego (por. ) Dlaa=1
i b =3 otrzymujemy ciag Lucasa (Francois Edouard Anatole Lucas, 1842-1891).
Mozliwe sa tez inne uogdlnienia, patrz w.w. artykut P. Domanskiego. Czasami
uogdblnione ciagi nazywa sie ,Gibonacci” (od ogélny — general).

Edouard Zeckendorf (1901-1983), belgijski lekarz i matematyk, udowodnit

w roku 1972 twierdzenie méwiace o tym, ze kazda liczba naturalna moze by¢
jednoznacznie przedstawiona (tzw. reprezentacja Zeckendorfa) jako suma jednej
lub wiecej liczb z ciagu Fibonacciego w taki sposob, ze suma ta nie zawiera
dwdch kolejnych liczb z ciggu. Dokladnie;j:
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Twierdzenie Zeckendorfa: Jezeli N jest liczba
naturalng, to N moze by¢ w sposéb jednoznaczny
przedstawione jako:

(4) N =) a;Fj,
j=1

gdzie a; réwna sig O lub 1, dla j =1,...,m, ay, = 1,
F}; sa liczbami z ciggu Fibonacciego oraz jezeli a; = 1,
toa;y1=0dlai=1,...,m—1.

W sumie wystepuje Fj11, aby unikngé¢ dwdch 1.
Reprezentacja Zeckendorfa liczby N nazywamy
odpowiadajacy jej ciag skonczony aq, asg, ..., Qm,

np. dla liczby 1 jest (1), dla liczby 4 jest (1, 0, 1), dla
liczby 6 jest (1, 0, 0, 1), dla liczby 12 jest (1, 0, 1, 0, 1).
Reprezentacja Zeckendorfa okresla kod Fibonacciego,
ktory zamienia, w sposéb jednoznaczny, kazda liczbe
naturalng na skonczony ciag binarny. Kod Fibonacciego
uzywany jest do kompresji danych, czyli wyrazenia tej
samej informacji za pomoca mniejszej liczby bitéw.

W reprezentacji Zeckendorfa nigdy dwie jedynki nie

Liczba Eulera przy obliczaniu NWW

moga wystapi¢ obok siebie, stad w kodzie Fibonacciego
stosuje sie dodatkowa jedynke na koncu ciagu, aby
zaznaczy¢ w ten sposéb koniec ciggu, czyli np. dla 4
bedzie to 1011, a dla 6 — 10011.

Ciekawostka jest, ze ten sam wynik co Zeckendorf
otrzymal Cornelis Lekkerkerker (1922-1999)

w roku 1952, czyli 20 lat przed Zeckendorfem, i opisat
w pracy w jezyku holenderskim (Zeckendorf napisal
swojg prace po francusku).

Okazuje sie, ze dla uogdlnionego ciagu G, nie dla
wszystkich a i b mamy odpowiednik reprezentacji
Zeckendorfa, np. dla a = —5 1 b = 6 nie ma —
por. prace L. Childersa i K. Gopalakrishnana.

Ciag Fibonacciego i jego uogélnienia sa dalej
przedmiotem interesujacych badan matematykow,

a nawet jest wydawane specjalne pismo naukowe
poswiecone tym badaniom — The Fibonacci Quarterly
— zwigzane z The Fibonacci Association.

Karol GRYSZKA*

*Wydziat Nauk Scistych i Przyrodniczych, W poprzedniej czesci odkrylismy liczbe Eulera w trojkacie Pascala. Tym razem

Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

liczb.

sprobujemy siegnaé¢ do jednej z najciekawszych dziedzin matematyki — teorii

Najmniejsza wspoélna wielokrotnosé

Niech a,, = Q/NWW(L 2,3,...,n). Obliczajac poczatkowe wyrazy tego ciagu,

NWW(1,2,...,15) = 360 360,
NWW(1,2,...,30) = 2329089 562 800,
NWW(1,2,...,60) =

= 9690 712164 777 231 700 912 800.

zauwazmy, ze sg one zawsze ,male”. Na przyktad
a5 = 2,34665,
Zaskakujace jest jednak to, ze wyrazy ciagu a,, tworza bardzo przyjazny ciag,

aso ~ 2,58368,  ago ~ 2,60879.

jest on bowiem zbiezny do liczby Eulera!

W dalszej czeSci zobaczymy jedno z mozliwych uzasadnien tego faktu. Nie jest
ono catkowicie elementarne, gdyz wykorzystuje twierdzenie o liczbach pierwszych
(o nim réwniez za chwile napiszemy). Rozumowanie podzielimy na trzy etapy.

teorioliczbowych.

1,2,..

Kazdy z nich zawiera w sobie ciekawe rozwazania na temat liczb oraz funkcji

Krok 1. W tym kroku przyjrzymy sie wylacznie zachowaniu najmniejszej
wspolnej wielokrotnosci kolejnych liczb naturalnych.

Jesli n jest potega liczby pierwszej, czyli n = p¥ dla pewnej liczby pierwszej
pik >0, tozadna z liczb 1,2,...,n — 1 oprécz mniejszych poteg p nie
dzieli pF. Tym samym wiec NWW(1,2,3,...,n—1) =p
liczby m, niepodzielnej przez p. Ponadto liczba p* - m jest wielokrotnoscia liczb
.,n = p¥ i kazda wielokrotnoéé tych liczb musi byé wielokrotnoscig p*

k=1 .m dla pewnej

oraz m. Stad wynika wiec réwnosé

NWW(1,2,...,n) =p-NWW(1,2,...,n—1).
Zalézmy teraz, ze n nie jest potega liczby pierwszej. Wtedy n = p* - m dla
pewnych k,m > 0 i liczby pierwszej p (spelniajacych p { m). Poniewaz p* < n
im<n,top!INWW(1,2,...,n—1)i m[NWW(1,2,...,n —1). Ale liczby p* i m

Wykorzystujemy nastepujacy fakt:
jesli ale, ble i liczby a i ¢ s wzglednie
pierwsze, to ablc.

sa wzglednie pierwsze, wiec ich iloczyn dzieli NWW(1,2,...,n —1). Tym samym
otrzymujemy réwnosé
NWW(1,2, ...

,n) =NWW(1,2,...,n—1).

Krok 2. W tym kroku, z dokladnoscia do jednej zaleznoéci, wskazemy gltéwny
tok rozumowania dowodzacy istnienia granicy. Wykorzystamy wtasnoéci NWW,

wykazane w kroku 1.
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