Waclaw Sierpinski — badacz nieskonczonosci

. Na grobie Wacltawa Sierpinskiego w Alei Zashuzonych na warszawskich
Piotr ZAKRZEWSKI Powazkach widnieje napis ,,Badacz nieskoniczonosci”. Badaniem nieskonczonosci,

Wydzial Matematyki, Informatyki a $cidlej — zbioréw nieskorniczonych, zajmuje sie teoria mnogosci (mnogosé to

i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski . , . . L. L. L. . . .
archaiczne okreslenie zbioru), ktérej wlasnie poswiecona jest duza czesé dorobku
Sierpinskiego.

Kluczowa role w teorii mnogosci odgrywa poréwnywanie zbioréw nieskoniczonych
pod wzgledem mocy, czyli pod wzgledem ich ,liczebnoéci”. 1 tak, zbiory A i B
sa tej samej mocy (sa réwnoliczne, co oznaczamy |A| = |B|), jesli istnieje funkcja
wzajemnie jednoznacznie przeksztalcajaca jeden z nich na drugi (czyli laczaca
ich elementy w roztaczne pary: kazdy element zbioru A z doktadnie jednym
elementem zbioru B tak, by zaden element zbioru B nie pozostal bez pary).

Z kolei zbiér A jest mocy co najwyzej takiej jak B (oznaczenie: |A| < |B), jesli
jest rownoliczny z jakims$ podzbiorem zbioru B. W koncu, zbiér A jest mocy
mniejszej niz B (oznaczenie: |A| < |B|), jesli |A] < |B|, ale nie jest prawda, ze
|A| = |B|. Zbiory skoriczone lub réwnoliczne ze zbiorem N = {0, 1,2, ...} liczb
naturalnych to zbiory przeliczalne (wérdd nich jest zbior Q liczb wymiernych),
pozostale zbiory sa nieprzeliczalne (wéréd nich jest zbiér R liczb rzeczywistych).

Okazuje sie, ze kazde dwa zbiory mozna poréwnaé¢ pod wzgledem mocy: dla
dowolnych zbioréw A i B mamy albo |A| < |B|, albo |B| < |4| (i warunki te

sie¢ wykluczaja). Ponadto N jest zbiorem najmniejszej mocy nieskoriczonej: jesli
zbiér B jest nieskoniczony, to |N| < |B|, bo sukcesywnie wybierajac coraz to nowe
elementy zbioru B, dostaniemy nieskonczony i réoznowartoéciowy ciag o wyrazach
z B. Zbiory najmniejszej mocy nieskonczonej, czyli zbiory réwnoliczne z N,
nazywamy tez zbiorami mocy Ng (czytamy: ,alef zero”; zamiast pisaé |A| = |NJ,
piszemy tez |A| = Vo).

Istnieja réwniez zbiory najmniejszej mocy nieprzeliczalnej — nazywamy je
zbiorami mocy R (czytamy: ,alef jeden”) i piszemy np. |A| = Ny, jesli zbiér A
jest nieprzeliczalny i dla kazdego zbioru nieprzeliczalnego B zachodzi warunek
|A| < |B|. Wlasnie takim zbiorom oraz ich zwiazkom ze zbiorem R wiele uwagi
poswiecit Wactaw Sierpinski.

Jak mozna sobie wyobrazi¢ zbiér mocy N, 7 W podejsciu, ktére tu —
wykorzystujac pomysty Sierpinskiego — przedstawimy, kluczowe okazuje sie
pojecie tanicucha zbiorow.

Powiemy, ze rodzina zbioréw L jest laricuchem, jedli kazde dwa zbiory Ai B z L
mozna poréwnaé¢ w sensie zawierania: A C B lub B C A. Dla oswojenia si¢ z tym
pojeciem przyjrzyjmy sie nastepujacemu przykladowi. Niech rodzina £, sklada
sie ze wszystkich zbioréw postaci O,, = {i € N: 4 < n}, gdzie n € N. Wszystkie
zbiory nalezace do L sa skonczone, a dodatkowo lanicuch ten ma pewna
interesujaca wlasnosé: jest maksymalny wsréd wszystkich lancuchow, ktorych
elementami sa skonczone podzbiory R: jesli ' C R jest zbiorem skoniczonym
spoza Ly, to F' nie jest poréwnywalny w sensie zawierania z pewnym zbiorem A
z Lo (a wiec nie istnieje lanicuch skorficzonych podzbioréw R, ktérego Ly jest
wladciwa podrodzina — to wladnie znaczy maksymalnosé Ly). Istotnie, zalézmy,
ze skonczony zbiér F' C R nie nalezy do Ly, ale jest poréwnywalny z kazdym
zbiorem O,,. Oczywiscie nie moze wtedy by¢ tak, ze O,, C F dla kazdego n, bo
wtedy F' zawieralby caly zbiér liczb naturalnych i nie bylby skonczony. Niech

Praypominamy znaczenie symboli: wiec m bedzie na:jmr}iejszz.% liczba naturalna taka, ze O, € F : Wtedy m >0

C: zawiera sig”, (bo Og =0 C F) i z jednej strony mamy O,,—1 C F, a z drugiej — F C O,

Z: ,nie zawiera sie”, (bo F jest poréwnywalny z O,, i O,, € F), skad wynika, ze F = O,,_1, czyli

C: ,zawiera sig, ale nie jest réwne”. F € Ly, wbrew zalozeniu.

Lancuch Ly nie jest oczywiscie maksymalny wéréd tancuchéw przeliczalnych
podzbioréw R, bo np. zbiér N nie nalezy do Ly, ale jest nadzbiorem kazdego
zbioru O,,. Zasada maksimum Hausdorffa, udowodniona przez Felixa Hausdorffa
(1914 r.), gwarantuje jednak mozliwos$é¢ powigkszenia kazdego lanicucha
przeliczalnych podzbioréw R do maksymalnego takiego taricucha. Nasz
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Rozwigzanie zadania M 1704.
Po przemnozeniu przez km pozostaje do
wykazania nieréwnosé

2 2 2 2 2 2

E'm® — k" —m” 4+ 1< k"m” — 2km,
ktora jest réwnowazna nieréwnosci
1 < (k — m)?. Oczywiscie ostatnia
nieréwnosé jest prawdziwa dla
dowolnych réznych liczb catkowitych
dodatnich k i m oraz réwnosé zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy |k — m| = 1.
Uwaga: Polecamy wykorzysta¢ to zadanie

do rozwigzania zadania 5 z finalu
LXIV Olimpiady Matematycznej.

przyktadowy zbior mocy ¥y bedzie wlaénie — zgodnie z jednym z pomystow
Sierpinskiego, ktore tu wykorzystujemy — zdefiniowany z pomoca maksymalnego
tanicucha L; przeliczalnych podzbioréw zbioru R. Mozemy na przyklad,
korzystajac z zasady maksimum Hausdorffa, rozszerzyé Ly do takiego taricucha,
istotne jest jednak tylko to, ze tancuch £, sklada sie ze zbioréw przeliczalnych
i jest maksymalny wsréd takich tancuchéw podzbioréw R. Definiujemy zbior

Q1 C R (oznaczenie € zostalo przyjete na potrzeby tego artykutu) jako sume
wszystkich zbioréw tworzacych £1. Pokazmy teraz, ze 1] = Ry.

Po pierwsze zauwazmy, ze {1y jest zbiorem nieprzeliczalnym. To wynika
natychmiast z maksymalnosci tancucha £,. Gdyby bowiem zbiér €2 byl
przeliczalny, to biorac x € R\ ©1, dostaliby$my przeliczalny zbiér Q; U {z},
przeczacy maksymalnosci L1, bo kazdy zbiér nalezacy do £ bylby jego
wlasciwym podzbiorem.

Wezmy teraz dowolny zbiér nieprzeliczalny B. Cheemy pokazaé, ze || < |B|.
Przypusémy wiec, ze jest przeciwnie, czyli |B| < ||, i niech T' C Qy bedzie
zbiorem réwnolicznym z B; w szczegdlnosci T jest nieprzeliczalny oraz |T'| < |Q4].
Skoro ; jest suma wszystkich zbioréw tworzacych £, to dla kazdej liczby

x € Q1 mozemy wybraé zbiér A, € Ly taki, ze x € A,. Zauwazmy, ze €)1 jest
takze suma wszystkich tych zbioréw postaci A;, ze x € T'. Istotnie, gdyby pewna
liczba y € )y byta poza wszystkimi takimi zbiorami, to dla kazdego = € T
mieliby$my A, € A, (boy € A, \ Ay), a wigc A, C Ay, bo zbiory A, i A, bedac
elementami tanicucha L, sa poréwnywalne w sensie zawierania. W szczegdlnosci
dostaliby$my wiec, ze T' C Ay, co jest niemozliwe, bo zbioér T jest nieprzeliczalny.
PrzedstawiliSmy zatem zbior 2; w postaci sumy rodziny przeliczalnych zbioréw
postaci A,, gdzie x € T, ktérych jest mniej niz 1, bo |T| < |21]. To jest
jednak niemozliwe, bo zbiory nieprzeliczalne spelniaja nastepujaca ,zasade
szufladkowa”: zaden nieprzeliczalny zbiér X nie moze by¢ suma zbioréow z takiej
rodziny R swoich podzbioréw przeliczalnych, ze |R| < | X| (innymi stowy, jesli
elementy nieprzeliczalnego zbioru X umieécimy w szufladkach, ktérych w sensie
mocy jest mniej niz elementéw zbioru X, to w jednej z tych szufladek znajdzie
sie nieprzeliczalnie wiele elementéw).

Wykazalismy wiec, ze istotnie €23 jest zbiorem mocy 8; — uzyjemy go w dalszej
czesci artykutu jako modelowego przyktadu zbioru tej mocy.

Hipoteza continuum

Waclaw Sierpinski sporo uwagi poswiecil tzw. hipotezie continuum (w skrécie:
CH od angielskiej nazwy Continuum Hypothesis), czyli sformulowanemu

w 1878 r. przez jednego z twércow teorii mnogosci, Georga Cantora,
przypuszczeniu, ze |R| = X;. W wyniku pé7niejszych odkryé Kurta Godla (1939 r.)
i Paula Cohena (1963 r.) wiadomo, Ze na gruncie powszechnie przyjetych
aksjomatéw teorii mnogosci hipotezy continuum nie mozna ani udowodnié¢, ani
obali¢. W wydanej w 1934 roku monografii Hypothése du continu Sierpinski

w szczegblnosei pokazal jedenadcie stwierdzen réwnowaznych CH, oznaczonych
od P; do Pi;. Przyjrzyjmy sie dwém sposrod nich: Pg i Pj.

Ps: Zbiér R jest suma pewnego tancucha swoich przeliczalnych podzbioréw.

Pokazmy najpierw, ze stwierdzenie Pg jest konsekwencja CH. Zatézmy

wiec, ze |R| = N;. Wtedy || = |R] i niech funkcja f : Q1 — R przeksztalca
wzajemnie jednoznacznie 27 na R. Przypomnijmy, ze )1 jest suma tancucha £
przeliczalnych podzbioréw R. Jesli teraz zdefiniujemy £ jako rodzine
podzbioréw R, ztozona z obrazéw elementéow £y wzgledem funkcji f, to £ bedzie
tancuchem przeliczalnych podzbioréw R, ktorego suma jest R.

Na odwrét, pokazmy, ze ze stwierdzenia Py wynika CH. Zalézmy wiec, ze

R jest suma laricucha swoich przeliczalnych podzbioréw i (postugujac sie np.
wspomniana wczesniej zasada maksimum Hausdorffa) rozszerzmy ten laricuch
do maksymalnego tancucha £ przeliczalnych podzbiorow R. Wtedy jednak,
powtarzajac dowod tego, ze [21] = Wy, pokazujemy, ze suma taficucha L jest
mocy Rp. Ale ta suma jest calym zbiorem R, co konczy dowéd CH.
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P;: Plaszczyzna R? jest sumg dwéch swoich rozltacznych
podzbioréw A i B takich, ze cze$é wspolna zbioru A
z kazda prosta pionowa jest przeliczalna i czesé
wspélna zbioru B z kazda prosta pozioma jest
przeliczalna (dokladniej, dla wszystkich x,y € R
zbiory {y e R: (z,y) € A} i{z € R: (z,y) € B}

sa przeliczalne).

Znéw zacznijmy od pokazania, jak stwierdzenie P;
wynika z CH. Jak juz wiemy, z zalozenia CH wynika
prawdziwos¢ stwierdzenia Pg. Niech wiec £ bedzie
lancuchem przeliczalnych podzbioréw R, ktérego suma
jest R. Dla kazdego = € R wybierzmy zbiér A, € L
taki, ze x € A, (podobnie postapiliémy wczesniej
w dowodzie tego, ze || = Ny). Zdefiniujmy zbiory A
i B w nastepujacy sposob:

A={(v,y) eR*:yc A}, B=R*\A
Oczywiécie R? = AU B i dla kazdego x € R widzimy,
ze {y € R: (z,y) € A} = A, jest zbiorem przeliczalnym.
Ustalmy teraz y € R i biorac pod uwage, ze
{zeR:(z,y)eB}={zeR:(z,y)¢ A} ={zeR:y¢ A,},
zZauwazmy, ze

{xeR:(x,y) € B} C Ay,

bo jesli (z,y) € B (czyliy ¢ Az), to Ay, € A,
(boye Ay, \ A,), astad A, C A, (gdyz A, i A, naleza
do tego samego lancucha £) i w szczegélnosci « € A,,. To
pokazuje, ze zbior {x € R: (z,y) € B} jest przeliczalny,
jako podzbiér przeliczalnego zbioru A, .

Na odwrét, zatézmy teraz, ze R2 = AU B, gdzie A i B
maja wlasnosci ze stwierdzenia P;. Dla kazdego y € R
oznaczmy BY = {x € R: (z,y) € B} i niech R bedzie
rodzina ztozona ze wszystkich zbioréw postaci BY dla
y € 1. Rodzina R sktada si¢ z Ry zbioréw przeliczalnych,
wiec ze wspomnianej wezesniej ,,zasady szufladkowej”
wynika, ze suma S tworzacych ja zbioréw nie moze mieé¢
mocy wiekszej niz ;. Z drugiej jednak strony S = R, bo
w przeciwnym razie, biorac liczbe = spoza S, dla kazdego
y € Qy mielibySmy = ¢ BY, czyli (z,y) ¢ B, a wiec, wobec
réwnoéci R? = AU B, (z,y) € A. Tym samym jednak
dostalibySmy zawieranie

M C{yeR:(z,y) € A},

ktére przeczy przeliczalnodci zbioru po prawej stronie
powyzszej inkluzji. Ostatecznie wiec R nie moze mieé
mocy wiekszej niz Xy, zatem jako zbiér nieprzeliczalny
ma moc dokladnie Ny, co konczy dowod CH.

Znajomo$ci w zbiorach nieskonczonych

Znane twierdzenie Ramseya, udowodnione przez

Franka P. Ramseya (1928 r.), glosi, ze w kazdej
nieskonczonej grupie oséb znajdzie si¢ nieskonczenie
wiele takich, ze kazda zna kazda, lub nieskonczenie
wiele takich, ze zadna nie zna zadnej. Scidlej, jesli X
jest zbiorem nieskonczonym, a f dowolna funkcja, ktéra
kazdemu dwuelementowemu podzbiorowi zbioru X
przypisuje jedynke albo zero, to X zawiera przeliczalny
nieskonczony podzbiér H o tej wlasnosci, ze wszystkim
jego dwuelementowym podzbiorom funkcja f przypisuje
te sama liczbe.
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Wactaw Sierpiniski podal prosty przyktad pokazujacy,
ze nieprzeliczalno$¢ zbioru X nie gwarantuje istnienia
nieprzeliczalnego zbioru H C X o powyzszej wlasnosci.
Moze sie wiec trafi¢ nieprzeliczalna grupa oséb, w ktorej
nie ma nieprzeliczalnego grona zlozonego z samych
znajomych badz z samych nieznajomych.

Doktadniej, opierajac sie na pomysle Sierpinskiego,
zdefiniujmy funkcje f okre$long na rodzinie wszystkich
dwuelementowych podzbioréw zbioru 2; o wartosciach
w zbiorze {0, 1} w nastepujacy sposéb.

Przypomnijmy, ze 7 jest suma tancucha £,
przeliczalnych podzbioréw R, i dla kazdego = € Q1 znéw
wybierzmy zbiér A, € £, taki, ze x € A,.

Dla kazdej pary liczb x,y € € takich, ze x < vy,
zdefiniujmy:

_J 1, jesli A, C Ay,
Zauwazmy, ze funkcja f jest okreslona poprawnie, bo

skoro zbiory A, i A, pochodza z tancucha L, to albo
Ay C Ay, albo A, C A,.

Niech H C € bedzie dowolnym zbiorem o tej wlasnosci,
ze wszystkim jego dwuelementowym podzbiorom
funkcja f przypisuje jedynke. Pokazemy, ze zbiér H jest
przeliczalny.

Dla kazdej pary {z,y}, gdzie z,y € Hiz <y,
z przedzialu otwartego (z,y) wybierzmy liczbe
wymierna ¢ . Zauwazmy, ze zachodzi zawieranie:

{z€eH:2<qyy} CA,.

Istotnie, jedli z,y € H i 2 <@gy, to 2 < y. Ale skoro
flzy)=1,t0 A, C A, i w szczegdlnosci z € A,,.

Wynika stad, ze kazdy zbiér postaci {z € H : z < gz 4}
jest przeliczalny. Zbiorow tych jest jednak przeliczalnie
wiele (bo zbiér liczb wymiernych jest przeliczalny), wiec
ich suma tez jest zbiorem przeliczalnym (to, ze taka
suma nie jest zbiorem nieprzeliczalnym, wynika na
przyklad z wykorzystywanej przez nas juz wczesniej
yzasady szufladkowej”). Z drugiej strony ta suma jest
caly zbiér H, z wyjatkiem liczby najwiekszej w H, o ile
taka w H istnieje. Istotnie, jesli dla x € H istnieje liczba
y € H taka, ze v <y, to ¥ < ¢z 4. PokazaliSmy tym
samym, ze zbiér H jest przeliczalny. Przy zalozeniu
f{z,y}) = 0 dla kazdej pary = # y liczb ze zbioru H,
dowdd jego przeliczalnosci jest analogiczny.

Warto odnotowad, ze Sierpinski, modyfikujac powyzszy
argument, zdefiniowal funkcje, ktéra kazdemu
dwuelementowemu podzbiorowi catego zbioru R
przypisuje jedynke albo zero w taki sposéb, ze kazdy
zbior H C R o tej wlasnosci, ze wszystkim jego
dwuelementowym podzbiorom funkcja przypisuje te
sama wartos¢, jest przeliczalny. Okazuje si¢ natomiast,
jak pokazali Paul Erdés i Richard Rado, ze gwarancja
tego, by w nieprzeliczalnej grupie oséb znalazto sie
nieprzeliczalne grono ztozone z samych znajomych badz
z samych nieznajomych, jest zalozenie, ze ta grupa oséb
jest mocy wiekszej niz R.
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