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Rozwigzanie zadania F 1043.

Dla zapewnienia komfortu

pasazerow wartosé¢ wektorowej sumy
przyspieszenia a w kierunku poziomym

i pionowego przyspieszenia ziemskiego g
nie moze przekroczyé 2g. Oznacza to, ze
a’® + g% < (29)2, czyli a < gV/3.
Osiagniecie predkoéci startowej v wymaga
rozpedzania samolotu ze stalym
przyspieszeniem a w czasie

t =wv/a > v/(gV3), a potrzebna do tego
dlugosé pasa startowego wynosi

s =at?/2 = v?/(2a) > v?/(29V/3).

Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy t > 4,1 s, s > 139,3 m. Obie
wartosci to oszacowania z dotu —
osiggniecie przyspieszenia a wymaga
pewnego czasu.

O liczbach Sierpinskiego
Wojciech GUZICKI*

Historia liczb Sierpinskiego zaczyna si¢ chyba od Pierre’a Fermata, prawnika
i matematyka z Tuluzy, ktéry okoto 1640 roku wyrazil przypuszczenie, ze
wszystkie liczby naturalne postaci Fj, = 22" + 1 (dzisiaj nazywane liczbami
Fermata) sa pierwsze. Sprawdzil, ze liczby

Fo=2'41=3 [ =2>2+1=5, F,=24+1=17,
F3=2841=257, F, =2 4+1=65537

rzeczywiscie sa pierwsze. Hipoteza Fermata okazala sie nieprawdziwa, pierwszy
kontrprzyktad zostal znaleziony okoto 1747 roku przez Eulera:

Fy=92" 41 =932 11 =4204967297 = 641 - 6 700417.

Mozna oczywiscie zapytaé, jak Euler znalazt ten rozklad na czynniki pierwsze.
Czy po prostu mial wiecej cierpliwosci niz Fermat? Ot6z nie. Euler udowodnit,
ze kazdy dzielnik pierwszy p liczby Fermata F),, ma postaé

p=Fk-2"" 11
dla pewnej liczby naturalnej k. Stad wynika, ze dzielnik pierwszy liczby F5 musi
mie¢ postaé¢ p = 64k + 1. Teraz wystarczylo zbadaé¢ 10 liczb (dla k = 1,2,...,10),
by znalezé dzielnik 641.

Odkrycie Eulera i problem badania nastepnych liczb Fermata spowodowaly
naturalne zainteresowanie liczbami postaci k - 2" + 1 i w szczegdlnoéci pytaniem
o to, czy sa one pierwsze. Wactaw Sierpinski udowodnil w 1960 roku nastepujace
twierdzenie (znane w literaturze teorioliczbowej jako twierdzenie Sierpiriskiego).

Twierdzenie. Istnieje nieskonczenie wiele nieparzystych liczb naturalnych k
o nastepujgcej wlasnosci:

o liczba k - 2™ 4+ 1 jest zloZona dla kazdej liczby naturalnej n.

Od tego czasu nieparzyste liczby k, dla ktérych wszystkie liczby postaci k - 2™ 4 1
sg zlozone, zaczeto nazywacé liczbami Sierpinskiego. Przedstawie teraz dowod
twierdzenia Sierpinskiego. Wczesniej jednak zaprezentuje pewne pojecie.

Przypusémy, ze mamy dane dwa ciagi skonczone liczb naturalnych tej samej
dtugosci t:
oraz L,my),

(ar,a9,...,a¢) (mq, ma,..

oraz mamy dany pewien podzbidr zbioru liczb naturalnych A C N. Méwimy, ze
uktad kongruencji

n = a; (mod my)
jest systemem kongruencji pokrywajacym zbiér A, jesli kazda liczba naturalna
n € A spelnia co najmniej jedna z tych kongruencji. Méwimy takze, ze zbior
liczb naturalnych B C N pokrywa zbior A, jesli kazda liczba n € A jest podzielna
przez co najmniej jedna liczbe p € B. Przejdzmy teraz do dowodu twierdzenia
Sierpinskiego.
Dowéd. Dla dowolnej liczby naturalnej k oznaczmy:
Ap={k-2"4+1: ne N}
Niech nastepnie
B ={3,5,17,257,641,65537,6700417}.

Udowodnie, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych & o wlasnosci:
e zbiér B pokrywa zbiér Ay.
WezZmy trzy ciagi dlugosci 7:

(a17a27-"aa7)5 (mlmea"'7m7) oraz (p17p25"'ap7)7



Warto zauwazyé, ze dla przeprowadzenia
dowodu liczby p1, ..., p7r zostaly dobrane

tak, zeby 22" dzielilo si¢ przez p; dla
6

1 < i < 6 oraz zeby 22 dzielilo sie

przez pr.

@

Rozwigzanie zadania F 1044.

W zegarku mechanicznym elementem
odmierzajacym uplyw czasu jest

tzw. balans drgajacy pod wplywem sity
sprezystosci sprezyny. Balans drga

w powietrzu znajdujacym si¢ wewnatrz
zegarka i podczas drgan wprawia w ruch
takze otaczajace powietrze. Masa
poruszanego powietrza zwigksza
efektywny” moment bezwladnosci
balansu. Na szczycie wysokiej gory
ci$nienie atmosferyczne jest mniejsze niz
u jej podnédza, a wiec i powietrze
wewnatrz zegarka jest rzadsze. Tym
samym masa powietrza unoszonego
podczas drgan zmniejsza si¢, co prowadzi
do zmniejszenia ,efektywnego” momentu
bezwtadno$ci balansu i skrécenia okresu
jego drgan. Na szczycie wysokiej géry
zegarek profesora Rabiego spieszyl sig.
Podobno podczas wspélnej podrézy koleja
Rabi wspomnial o swojej obserwacji
Enrico Fermiemu, ktéry po godzinie
przedstawil dokladny ilosciowy opis
zjawiska.

zdefiniowane nastepujaco:

ayp = 17 ag = 2, az = 4, ay = 8, a5 = 16, ag = 32, a7 = 0,
my =2, me=4, mz=38, my=106, ms=32, meg = 64, my = 64,
p1 =3, p2=05H, p3=17, pg =257, p5 =065537, pg =641, pr;=6700417.

Wéwezas uktad kongruencji

dla i€{1,2,3,4,5,6,7}

pokrywa caly zbiér liczb naturalnych N. Mozemy takze zauwazy¢, ze
2™ =1 (mod p;) dla i€ {1,2,3,4,5,6,7}.

Dowody obu powyzszych spostrzezen pozostawie jako nietrudne ¢wiczenie.

()

n = a; (mod m;)

Ustalmy teraz na chwile liczbe i € {1,2,3,4,5,6,7}. Liczba p; jest nieparzysta,
wiec NWD(2% p;) = 1. Stad wynika, ze kongruencja

2% . x = —1 (mod p;)

z niewiadoma x ma rozwiazanie. Niech liczba b; bedzie rozwiazaniem tej
kongruencji. Wéwczas mamy:

b; 2% +1=0 (mod p;).

Teraz skorzystamy z chinskiego twierdzenia o resztach. Istnieje nieskonczenie
wiele liczb naturalnych k spelniajacych uktad kongruencji:

k=b; (mod p;) dla ie€{l1,2,3,4,5,6,7}.

WezZzmy jedna z takich liczb k oraz dowolna liczbe n € N. Wéwczas k- 2" + 1 € Ay.
Uklad kongruencji (x) pokrywa caly zbidr liczb naturalnych, wiec istnieje taka
liczba i € {1,2,3,4,5,6,7}, ze
n = a; (mod my).
Wéwcezas n = ¢ - m; + a; dla pewnej liczby ¢ € N. Stad wynika, ze
2" 1=k 20N p 1= 20T 2% 4] = (27)7 2% 41 =
=b-1°-2% +1=1b;-2% 4+ 1 =0 (mod p;).
Liczba k- 2" 4+ 1 € Ay, jest podzielna przez liczbe p;. Z dowolnosci n wynika, ze

zbiér B = {p1,pa,...,pr} pokrywa zbiér Ax. Istnieje wiec nieskoriczenie wiele
liczb k, dla ktérych zbior B pokrywa zbiér Ax. To konczy dowdd twierdzenia. O

7 dowodu twierdzenia Sierpiniskiego mozemy takze odtworzy¢ liczby k —
najmniejsza z nich jest £ = 15511380 746 462 593 381. Nie jest to jednak
najmniejsza liczba Sierpinskiego. W roku 1962 John Selfridge znalazl mniejsza:
k = 78557. Wykazal takze, ze zbiér B = {3,5,7,13,19, 37,73} pokrywa zbiér
Argss7. Jednak nie wiemy, czy liczba 78557 jest najmniejsza liczba Sierpiniskiego.
Wedtug Wikipedii do kwietnia 2021 roku byto jeszcze pie¢ kandydatek na
najmniejsza liczbe Sierpinskiego:

21181, 22699, 24737, 55459 oraz 67607,

tzn. o wszystkich pozostalych liczbach mniejszych od 78557 wiadomo, ze
liczbami Sierpinskiego nie sa.

Metoda znajdowania zbioréw pokrywajacych ma zastosowanie w innych
zadaniach. Pokaze jedno z nich. WeZzmy dowolna liczbe k£ > 2. Do niej,

na koricu, dopisujemy jedynki. Powstaje pytanie, czy dla kazdej liczby
naturalnej k wszystkie tak utworzone liczby sg zlozone. Odpowiedz jest prawie
natychmiastowa: to nie jest prawda. Dla k = 2 mamy liczbe ztozona 21 oraz
liczbe pierwsza 211. Dla k = 3 i k = 4 wystarczy jedna jedynka: liczby 31 i 41 sg
pierwsze. Dla k = 5 mamy dopiero liczbe pierwsza 511111. Jeszcze gorzej jest dla
k=32 idla k = 12: do liczby 32 trzeba dopisaé¢ na koncu 35 jedynek, by otrzymac
liczbe pierwsza, a do liczby 12 trzeba dopisaé¢ az 136 jedynek.

Okazuje sig, ze dla liczby 37 jest inaczej. Oznaczmy s, = 37111...111, gdzie
w zapisie liczby s, mamy n jedynek. Woéwczas mozna pokazaé, ze zbior
B ={3,7,13,37} pokrywa zbidr

A={sp: neN}.



Oto dowo6d. Zauwazmy najpierw, ze

333-10" +10" -1  334-10" —1
9 B 9

Nastepnie zauwazmy, ze liczba n jest jednej z czterech postaci:

S, =37-10" +

1
Z.(10" — 1) =
5 (107 = 1)

n=3m, n=6m+1, n=6m+4 lub n=3m+2

gdzie m jest liczba naturalna. Mamy zatem cztery przypadki.

Przypadek 1. Niech n = 3m, gdzie m jest liczba
naturalna. Wowczas:

334=9-37+1=1 (mod 37),
1000 =27-37+1=1 (mod 37).
Stad wynika, ze
334-10" —1 =1334-10>" — 1 = 334-1000™ — 1 =
=1-1"—1=0 (mod 37).
Przypadek 2. Niech n = 6m + 1, gdzie m jest liczba
naturalna. Wowczas:
3340 =477-7+1=1 (mod 7),
105 = 142857 -7+ 1 =1 (mod 7).
Stad wynika, ze
334-10" — 1 =334-10°"*" — 1 =13340- (10°)™ -1 =
=1-1"—-1=0 (mod 7).
Przypadek 3. Niech n = 6m + 4, gdzie m jest liczba
naturalna. Wowczas:
3340000 = 256923 - 13+ 1 =1 (mod 13),
0% =76923-13+ 1 =1 (mod 13).
Stad wynika, ze
334-10" — 1 =334-10"+* —
=1-1"—=1=0 (mod 13).
Przypadek 4. Niech n = 3m + 2, gdzie m jest liczba
naturalna. Wowczas:
33400 = 1237-27+ 1 =1 (mod 27),
1000 =37-27+1 =1 (mod 27).
Stad wynika, ze
334-10" —1=334-10"%% — 1 = 33400 - 1000™ — 1 =
=1-1"—=1=0 (mod 27).
Skoro liczba 334 - 10™ — 1 jest podzielna przez 27, wiec
liczba o 334 10" — 1
" 9
jest podzielna przez 3.

Wykazalidmy zatem, ze we wszystkich przypadkach
liczba s,, jest podzielna przez co najmniej jedna liczbe
ze zbioru B = {3,7,13,37}, a wiec zbidr B rzeczywiscie
pokrywa zbiér A. Stad wynika, ze jesli liczba jedynek
jest rézna od zera, to otrzymana liczba jest ztozona.
Powstaje pytanie, czy istnieje liczba k o tej wlasnosci,
ze analogiczne liczby s, sa zlozone dla kazdej liczby n,
takze réwnej 0. Okazuje sie, ze liczba k = 38 ma te
wlasnosé.

1 = 3340000 - (105)™ — 1 =

Mozna udowodnié (w sposéb podobny do powyzszego),
ze:
e jeli n = 3m + 1 (gdzie m jest liczba naturalna), to
liczba 1
sn:38~10"+§-(10”—1)

jest podzielna przez 3,

e jesli n = 3m + 2 (gdzie m jest liczba naturalna), to
liczba

Sp, = 38 -

1
10"+ - (10" = 1)

jest podzielna przez 37.

Oba dowody pozostawie jako ¢wiczenie. Jesli natomiast
n = 3m (gdzie m jest liczba naturalna), to liczba s,
rozklada sie na czynniki w nastepujacy sposob:

343 (10m) —1

1
n=238-10"+=--(10"—-1) = —
s +9 ( ) 9

(7 10m)% — 1
e
_7-10m -1 (7-10m)2 + (7-10™) + 1
-3 3

Sprawdzenie, ze oba czynniki
7-10m —1 (7-10™)% 4 (7-10™) + 1
—g — oraz 3

sa liczbami catkowitymi, wiekszymi od 1, takze

pozostawie jako ¢wiczenie.

Na koniec powrdémy jeszcze do liczb Sierpinskiego.
W 1993 roku A. S. Izotov udowodnil nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie. Jesli liczba naturalna t spelnia ukiad
kongruencji

t =1 (mod 2-3-17-257- 65537 - 6700417),
t =0 (mod 5),
t = 256 (mod 641)

oraz k = t*, to k jest liczbg Sierpinskiego.

Szkic dowodu. Mozna tatwo pokazaé ze dla
dowolnej liczby naturalnej m > 0 zachodza nastepujace

kongruencje:
k-2*"t1 41 =0 (mod 3),
k.28t 41 =0 (mod 17),
k-2'mT8 41 =0 (mod 257),
k- 232mH16 4 1 =0 (mod 65537),
k- 204mH32 1 1 = (0 (mod 6700417),
k-2%4™ 41 =0 (mod 641).



Natomiast dla liczb n postaci n = 4m + 2 liczba k- 2™ + 1 rozktada si¢ na czynniki.
Skorzystamy mianowicie z tozsamosci Sophie Germain:
at +4b* = a* + 4a%b? + 4b* — 4a®V? = (a® + 20%)% — (2ab)? =
= (a® + 2ab + 2b*)(a* — 2ab + 2b%).
Mamy wiec:
k-2t 1=1+4t2 22 =1t (2™) = 1 4t 27 =
= (14+2t-2™ 2% 22M)(1 — 2t - 2™ 4 2¢% . 22™) =
= (14t-2mTh 2. 92mHhy (1 . gmHl 4 42 92mtl)
oraz obie liczby wystepujace w rozkltadzie po prawej stronie sa wigksze od 1.
To konczy szkic dowodu.

Zauwazmy takze, ze dla kazdej liczby n mamy kongruencje

k-2"+1=1 (mod 5),
z ktérej wynika, ze zbiér {3,5,17,257,641,65537,6700417} nie pokrywa zbioru
liczb postaci k - 2™ + 1. Nie mogliémy zatem powolaé sie na rozumowanie
przedstawione wczesniej w dowodzie twierdzenia Sierpinskiego.

ﬁ Z.adania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1702. Na kartce w kratke zaznaczono 4n po6l. Udowodnij, ze istnieje n
zaznaczonych pol, ktére sa parami rozlaczne (tzn. nie maja punktéw wspdlnych).
Rozwiazanie na str. 15

M 1703. Punkt T lezy wewnatrz trojkata ABC, w ktéorym x BAC = 60°.
Ponadto speliona jest réwnosé

XATB = xCTA = 120°.

Punkty X 1Y sg $rodkami odcinkéw AB i AC, odpowiednio. Udowodnij, ze
punkty A, Y, T'i X leza na jednym okregu.
Rozwiazanie na str. 4

M 1704. Dane sa dwie rézne liczby catkowite dodatnie k oraz m. Udowodnij, ze

1 1
(kz—) (m—) < km-—2.
k m
Rozwiazanie na str. 13

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1043. Czlowiek poddany dzialaniu przyspieszenia nieprzekraczajacego
dwukrotnej wartosci przyspieszenia ziemskiego nie doznaje przykrych wrazen.
Predko$é startowa duzych samolotéw pasazerskich (np. Jumbo Jeta) wynosi
v &~ 250 km/godz. Jaki jest minimalny czas ,rozpedzania” samolotu przed
startem, podczas ktérego pasazerowie nie odczuwaja dyskomfortu? Jaka

jest minimalna dlugo$é¢ poziomego pasa startowego potrzebna do osiagniecia
predkoéci startowej? Przyspieszenie ziemskie g ~ 10 m/s.

Rozwigzanie na str. [0]

F 1044. Profesor Izydor Rabi byt bardzo dumny z precyzji, z jaka odmierzal
czas jego mechaniczny zegarek. Podczas pobytu w laboratorium badajacym
promieniowanie kosmiczne, polozonym na szczycie wysokiej gory, zaobserwowat
jednak, ze jego zegarek przestal wskazywaé poprawny czas. Czy na szczycie géry
zegarek spieszyl sie, czy p6znit?

Rozwigzanie na str. [7]
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