22 .5 .7 urodziny

W roku 1882 w Dniu Liczby 7 (ktéry wéwczas raczej nie byl jeszcze obchodzony) urodzil sie
Waclaw Franciszek Sierpinski, posta¢ kluczowa dla rozwoju polskiego $rodowiska matematycznego.
Aby uczci¢ te okolicznosé, postanowiliSmy w niniejszym wydaniu Delty nakresli¢ wybrane
zagadnienia bliskie sercu Jubilata. Nie moglo rzecz jasna zabraknac¢ ,krolowej krélowej nauk”,

czyli teorii liczb — o pewnych jej aspektach pisza Mikolaj Rotkiewicz i Wojciech Guzicki. Piotr
Zakrzewski przybliza za$ fragmenty ogromnego dorobku Wactawa Sierpinskiego z zakresu podstaw
matematyki, czyli teorii mnogosci. Jesli zaé chodzi o ,,prace u podstaw” — juz nie matematyki,

a edukacji — Mariusz Skaltba przedstawia dziatalno$¢ Jubilata zwigzana z upowszechnianiem
nauki. Dodajmy, ze miloénicy tréjkata Sierpinskiego réwniez znajda coé dla siebie. Zyczymy

sobie i Czytelnikom, aby pamie¢ o Waclawie Sierpinskim, matematyku swiatowego formatu
dostrzegajacym i pielegnujacym spoleczna role nauki, stanowila inspiracje dla przyszlych pokolen

adeptow krolowej nauk, tak jak dla obecnych.

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

D. N. Lehmer, List of Prime Numbers
from 1 to 10 006 721 (1914)
https://locomat.loria.fr/lehmer1914/
lehmer1914doc.pdf

MTF zostalo sformulowane (bez dowodu)
przez francuskiego matematyka

Pierre’a de Fermata (1601-1665).
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716),
wielki filozof i matematyk, pozostawit
manuskrypt z dowodem MTF.
Jednoczesnie Leibniz (mylnie) stwierdzil,
ze podzielno$é n | 2™ — 2 nie jest
spelniona przez zadna liczbe zlozona.

Ciekawy kombinatoryczny dowéd MTF
Czytelnik znajdzie w A?T MTF jest
bardzo pomocne przy rozwiazywaniu
zadan z olimpiad matematycznych.

P. F. Sarrus (1798-1861), znany z reguly
Sarrusa stosowanej czesto do obliczania
wyznacznika macierzy 3 X 3.

Czasami w definicji liczby
a-pseudopierwszej przyjmuje si¢ silniejszy
warunek, ze n | a"~! — 1. Z warunku
n|2" "1 — 1 wynika, ze n jest nieparzysta.
Ciekawg klase tworzg liczby
2-pseudopierwsze parzyste (patrz

zadanie , czyli liczby parzyste n > 2
takie, ze n|2™ — 2. Jest ich nieskonczenie
wiele (Beeger, 1951).

Liczby pseudopierwsze
Mikolaj ROTKIEWICZ*

Mozliwos¢ szybkiego i poprawnego identyfikowania liczb jako liczb pierwszych
jest kluczowa do prowadzenia efektywnych badan w zakresie teorii liczb. Z tego
powodu, przed upowszechnieniem si¢ komputeréw, publikowano tablice liczb
pierwszych. Dla liczb wykraczajacych poza granice takich tablic czasami do
sprawdzenia pierwszosci wykorzystywano jeden z najprostszych algorytmoéw,
polegajacy na zastosowaniu Matego Twierdzenia Fermata. Méwi ono, ze jesli p
jest liczba pierwsza, to dla kazdej liczby catkowitej a liczba a? — a jest podzielna
przez p. W jezyku kongruencji ten fakt mozna zapisaé jako a? = a (mod p) lub
réwnowaznie, ze aP~* = 1 (mod p), jesli p 1 a.

Za pomoca MTF udowodnimy, ze 221 jest liczba zlozona. Obliczamy
2221 mod 221: niech zj = 22" mod 221, wiec 41 = x% mod 221. Dostajemy
kolejno:

k 01213 4 5 6 7
rr mod 221 | 24|16 |35 | —101 | 35 | —101 | 35

Mamy 221 = 27 + 26 4 24 423 122 4+ 20 wiec
2221 = 35.(-101) - (—101) - 35- 16 - 2 = 32 # 2 (mod 221),
zatem 221 jest zlozona. Dla duzej liczby n podany algorytm testowania jej

pierwszosci jest duzo szybszy od standardowego sprawdzenia warunku p 1 n dla
kolejnych liczb pierwszych p < /n.

Jénos Bolyai (1802-1860), odkrywca i badacz geometrii nieeuklidesowej, osiagnal
réwniez znaczace wyniki w teorii liczb. Znalazt wiele liczb zlozonych n takich,
ze n | a” — a dla pewnych ustalonych liczb a. Miedzy innymi uogdélnit podany
przez Pierre’a Sarrusa przyklad (najmniejszej) liczby zlozonej n takiej, ze

n | 2" — 2. Jest nig 341 = 11 - 31, co latwo pokazaé, korzystajac z MTF. Mamy
210 =1 (mod 11), wiec 2!% = (219)* =1 (mod 11) dla kazdej liczby catkowitej k.
W szczegdlnodei, 11 | 2340 — 1. Z drugiej strony 2° = 1 (mod 31), wiec 31 | 2340 — 1
(bo 5 | 340). Zatem 2340 — 1 jest podzielna przez obie liczby pierwsze, 11 1 31, stad
rzeczywiscie 11 - 31 dzieli dwukrotnoéé 2340 — 1, czyli 234! — 2.

Definicja. Niech a bedzie liczba catkowita, a > 1. Jesli n jest liczba zlozona
in|a™— a, to n nazywamy liczba pseudopierwszq przy podstawie a, lub krécej —
a-pseudopierwszq.

Zatem 341 jest liczba 2-pseudopierwsza. Takie liczby zwyklo sie nazywaé
krotko liczbami pseudopierwszymi. Podamy teraz odrobine bardziej wyszukany
przyklad. Pierre de Fermat byl przekonany, ze wszystkie wyrazy ciagu

F, = 22" +1 sa liczbami pierwszymi. Euler (1707-1784) zauwazyl, ze tak nie
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F,, nazywa si¢ n-tg liczbg Fermata.
Jedynymi znanymi liczbami pierwszymi
Fermata sa F1, Fa, F3 i Fy.

Dowéd mozna znalezé w K. H. Rosen,
Elementary number theory and its
applications.

jest, gdyz 641 | F5 = 232 + 1. Niemniej F), | 2f» — 2, wiec Fs jest pseudopierwsza,
co zauwazyl juz Janos Bolyai. Rzeczywiscie, z 22" = —1 (mod F,,) wynika, ze
22" = (22")2 = (~1)2=1 (mod F,). Ponadto mamy 2"+! | 22" gdyz n+1 < 2",
wiec

F, |22 =12 —1=2f1_1]2F 2

Tematyka liczb pseudopierwszych zainteresowala jednych z najptodniejszych

i najwybitniejszych matematykow XX wieku, Paula Erdosa i Wactawa
Sierpinskiego. Erdos od razu uzyskal znaczace wyniki dotyczace
asymptotycznego rozmieszczenia takich liczb. Sierpinski swoj wielki

entuzjazm i mitosé do matematyki, w szczegblnosci teorii liczb, przekazywat
swoim uczniom. Jednym z nich byl Andrzej Rotkiewicz (méj Tata) —

autor kilkudziesieciu prac i monografii z obszaru liczb pseudopierwszych

(i ich uogélnient). Sierpinski lubil dzieli¢ si¢ otwartymi, czesto drobnymi,
zagadnieniami, ktére go interesowaly, zmniejszajac tym samym dystans miedzy
mistrzem a uczniem. Jednym z takich wspélnie rozwiazanych probleméw bylo to,
czy dla liczby zlozonej n liczba (2™ — 2)/n moze by¢ pierwsza. — Nie moze.

Liczb pseudopierwszych jest nieskonczenie wiele. Krétki i elegancki dowdd podat
Sierpinski. Dowdd ten zamieszczamy w formie zadania na koncu artykutu.

Istnieja liczby zlozone n, dla ktérych n | a™ — a, dla kazdej liczby caltkowitej a,
czyli liczby a-pseudopierwsze przy dowolnej podstawie a. Nazywamy je liczbami
Carmichaela. Robert D. Carmichael (1879-1967) stusznie przypuszczal, ze takich
liczb jest nieskonczenie wiele. Hipoteza ta zostata jednak rozstrzygnieta dopiero
w 1994 roku.

Liczby Carmichaela mozna znajdowaé, postugujac sie prostym kryterium
Korselta:

Twierdzenie. Niech n bedzie liczbg zloZong. Nastepujgce warunki sg
rownowazne:

(i) n|a"t =1 dla kazdej liczby catkowitej a, wzglednie pierwszej z n.
(ii) n jest dloczynem réznych liczb pierwszych i dla kazdej takiej liczby p
zachodzip—1|n—1.
(iii) n | a™ — a dla kazdej liczby calkowitej a.

Zatem 561 = 3 - 11 - 17 jest liczba Carmichaela, gdyz 2,10, 16 | 560. Jest ona
najmniejsza taka liczba.

PojdZzmy teraz w innym kierunku: ustalamy podstawe a i zajmiemy sig
konsekwencjami podzielnoéci n | a®~! — 1, gdzie 21 n i NWD(a,n) = 1.
Przedstawmy n — 1 w postaci n — 1 = d - 2°, gdzie d jest liczba nieparzysta, wiec
s> 1. Niech 7; = a*? dla 0 < j < 5. Mamy 25 =1 (mod n) i 741 = 23 (mod n).
Jesli n jest liczba pierwsza, n # 2, to kongruencja 2 = 1 (mod n) ma doktadnie
dwa rozwiazania (1 oraz —1), wiec

(i) zo =1 (mod n) (wtedy xo,z1,...,zs mod n jest ciagiem samych jedynek)
lub

(ii) istnieje k takie, ze s > k > 01ix = —1 (mod n)
(wtedy Zpi1 = Thao = ... =25 = 1 (mod n)).

Jesli za$ n jest zlozona, to rozwiazai modulo n podzielnosci n | 22 — 1 mamy
co najmniej 4, poza przypadkami n = 4, pF*1, 2pF, gdzie p # 2 jest liczba
pierwsza, a k — naturalng (patrz zadanie . Liczby zlozone n, ktére spetniaja
alternatywe f nazywamy silnie a-pseudopierwszymi. Czy dana liczba moze
by¢ silnie a-pseudopierwsza przy kazdej podstawie a? Okazuje sie, Zze nie — nie
istnieja ,,silne” liczby Carmichaela. Co wiecej, dla kazdej liczby zlozonej n co
najmniej 3/4 mozliwych wartosci a to dobrzy $wiadkowie zlozonosci tej liczby,
tzn. n nie jest silnie a-pseudopierwsze. Test pierwszosci Millera-Rabina polega
na losowaniu k réznych podstaw a i zweryfikowaniu, czy n spelnia powyzszy
warunek. Prawdopodobienstwo, ze liczba ztozona n zda powyzszy test, jest
mniejsze niz 1/4%.
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Stynne twierdzenie Dirichleta méwi to
samo, ale o liczbach pierwszych.

Szereg odwrotnosci liczb pierwszych jest
rozbiezny, wiec liczb pseudopierwszych
jest istotnie mniej.

To jest takze pierwszy dowdd, ze liczb
Carmichaela jest nieskonczenie wiele.

Jak duzo jest liczb pseudopierwszych? Problemy dotyczace
asymptotycznego rozmieszczenia liczb pierwszych nie sa proste. Twierdzenie

o liczbach pierwszych, kamien milowy w teorii liczb osiagniety jeszcze
m(x)
z/logx
nie wiekszych niz x. Dla liczb pseudopierwszych ani tez dla liczb Carmichaela

nie doczekaliSmy sie tak dokladnego wyniku. Niemniej wiadomo, ze:

w XIX wieku, méwi, ze lim,_, =1, gdzie 7(x) jest liczba liczb pierwszych

o mo(x)/m(z) dazy do zera przy x — oo, gdzie ma(x) funkcja zliczajaca liczby
pseudopierwsze nie wieksze niz z. (P. Erdds, 1950).

o W kazdym ciggu arytmetycznym (an + b),>1, gdzie NWD(a,b) =1, a > 1,
jest nieskoriczenie wiele liczb pseudopierwszych (A. Rotkiewicz, 1963).
Warunek NWD(a,b) = 1 nie jest tutaj warunkiem koniecznym. Na przyklad
w ciagu (4n + 2) jest tez nieskoriczenie wiele liczb pseudopierwszych. Cos
trzeba jednak zalozyé, bo w niektoérych ciagach arytmetycznych nie ma liczb
pseudopierwszych (Zadanie [7)).

o 3 L < oo (K. Szymiczek, 1967), gdzie ¢, oznacza n-ta liczbe

n=1 q,
pseudo(i)ierwsz@.
o Yol feaas = T00 (A. Makowski, 1974).

o Jedli przez C(x) oznaczymy liczbe liczb Carmichaela nie wigkszych niz
z, to C(z) > 2%/7 dla dostatecznie duzych = (W. R. Alford, A. Granville,
C. Pomerance, 1994).

Hipoteza Erdésa méwi, ze dla kazdego € > 0 zachodzi lim, ., C(z)/2'~¢ = +o0.
Z drugiej strony dostepne obliczenia funkcji C(z) i m2(z) (patrz tabela

ponizej) nie potwierdzaja tego. Raczej mozna przypuszczaé, ze ma(x) < /m(x)
(D. Shanks). Obie hipotezy, Erdosa i hipoteza ma(z) < \/7(x), stoja we wzajemnej
sprzecznoscl, gdyz /7 (z) < v/z i m2(x) > C(x). Do dzi$ jednak nie obalono
zadnej z nich. Céz, granica ciggu nie zalezy od wartosci jego poczatkowych
wyrazéw. Liczby w nieskonczonosci réznig sie znacznie od tych, ktore widzimy
tutaj w tabeli: Srednia liczba dzielnikéw pierwszych liczb nie wiekszych od =
rosnie jak loglogx, i chociaz rosnie bardzo powoli, rosnie bez ograniczen.

k=logioz | 3 5 7 9 11 13 15 17
C(z) 1 16 105 646 3605 19279 105212 | 585355
mo(x) 3 78 750 5597 38975 | 264239 | 1801533 | 12604009
m(z) 168 | 9592 | 6,65 - 10° | 5,08 - 107 | 4,11 - 10° | 3,46 - 1011 | 2,98 - 1013 | 2,62 - 1015

ma(x)/y/m(x)| 0,23 | 08 | 0,92 0,78 0,61 0,45 0,33 0,25

log, ma(x) |0,159|0,378| 0,411 0,416 0,417 0,417 0,417 0,418
log, C(x) 0 [0,241] 0,289 0,312 0,323 0,330 0,335 0,339

Na koniec proponuje kilka zadan, ktérych rozwiazanie z pewnoécia pozwoli lepiej
oswoié sie z tematyka poruszong w tym artykule. Wskazéwki mozna odnalezé
jako zatacznik do elektronicznej wersji artykulu na stronie internetowej Delty.

1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne, ktére sg Wywnioskowaé stad, ze 307 - 613 - 919 jest liczba
wzglednie pierwsze z kazdym z wyrazow ciagu Carmichaela. (Chernik, 1939)

43" 46" —1,n > 1.

6. Wykazaé, ze (a) 25 jest silnie 7-pseudopierwsza,

2. Zmalez¢ wszystkie rozwiazania kongruencji (b) 829 - 1657 jest silnie pseudopierwsza przy

2?2 =1 (mod 680).

podstawach 2 i 3.

3. Wykazaé, ze (a) 91 jest 3-pseudopierwsza, (b) 45 jest 7. Niech p = —1 (mod 6) bedzie liczba pierwsza,
liczba pseudopierwsza przy podstawach 17 1 19, a=p(p—1), b = 3p. Uzasadnij, ze ciag arytmetyczny
(c) 2-73-1103 jest liczba pseudopierwsza (jest to (an 4+ b),>1 nie zawiera ani jednej liczby pseudopierwszej.
najmniejsza liczba pseudopierwsza parzysta). 8. Uzasadnié, ze jesli S jest nieskonczonym podzbiorem

4. Wykazac, ze jedli n jest liczba pseudopierwsza liczb naturalnych takim, ze dla dowolnych liczb
nieparzysta, to 2" — 1 jest liczbg silnie pseudopierwsza. wzglednie pierwszych a,b w ciagu (an + b),>1 jest co
Wywnioskowaé stad, ze liczb pseudopierwszych najmniej jedna liczba ze zbioru S, to w kazdym takim
(i silnie pseudopierwszych) jest nieskorniczenie wiele. ciagu jest nieskoniczenie wiele liczb z S.
(Sierpinski, 1947) 9. Znalezé wszystkie liczby Carmichaela n takie, ze

5. Udowodni¢, ze jesli liczby 6k 4+ 1, 12k + 11 18k + 1 kazdy dzielnik pierwszy n jest jedna z liczb 7, 11, 13,
sa pierwsze, to ich iloczyn jest liczba Carmichaela. 31, 41, 61.
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