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829. Nalezy udowodnié¢, ze XxDCP =

Zadania z matematyki nr 837, 838
Redaguje Marcin E. KUCZMA

837. Wewnatrz wypuklego n-kata A;As ... A, lezy taki punkt P, ze kazdy
z tréjkatéw PA;A; jest réwnoramienny (1 < i < j < n). Czy stad wynika, ze
wielokat ma okrag opisany, ktérego érodkiem jest punkt P?
838. Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele tréjek liczb catkowitych x,y, z
wiekszych od 1, spelniajacych rownanie
zt 4 y4 =22+ 1
Zadanie 838 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.
Rozwigzania zadan z numeru 11/2022

Przypominamy tresé¢ zadan:

829. Tréjkat ABC, w ktérym ¥ A < £B < 90° < ¥, jest wpisany w okrag o $rodku O;
odcinek CD jest wysoko$cig. Punkt E jest symetryczny do B wzgledem D; punkt M jest srodkiem
boku AC. Okrag przechodzacy przez O, D, M przecina prosta AC w punktach M i P. Udowodnié, ze
trojkaty DC'P i DEP maja réwne promienie okregéw opisanych.
830. Znalezé wszystkie tréjki dodatnich liczb catkowitych z, vy, z, spelniajace réwnanie
™

arcctgx + arcctgy 4+ arcctgz = Z .

< DEP; teza zadania i F'D sa prostopadte; stad (i z usytuowania punktéw M, N,

jest réwnowaznym (troche wymys$lnym) przeformutowaniem N, M’ wzgledem prostych AD, FD) wynika, ze DM 1 DN’,

tej réwnosci. DN 1. DM’'.

Niech prosta C'D przecina okrag ABC ponownie Jednoczesnie ON L. DN’ (bo ON L. FN, a FNDN'
w punkcie F'; niech N bedzie srodkiem odcinka BF', a @) — jest rombem), i podobnie OM L DM’. W polaczeniu
punktem przecigcia BF' z prosta PD. Podane zalozenia z wezedniejszymi relacjami prostopadlodci znaczy

o katach tréjkata ABC uzasadniaja uklad rozwazanych to, ze DM||ON, DN||OM; czworokat DMON jest
punktéw w konfiguracji, jak na rysunku. réwnolegtobokiem.

G

Okrag przechodzacy przez punkty O, D, M, P (o ktérym
mowa w tresci zadania) ma $rednice OP, bo kat OM P jest
prosty. W takim razie rowniez kat ODP jest prosty. Tak
wigc czworokat DON(Q ma katy proste przy wierzchotkach
D, N, czyli ma okrag opisany o érednicy OQ. Te dwa okregi
sa opisane (odpowiednio) na tréjkatach DMO i OND, ktére
sg przystajace, skoro DMON to réwnoleglobok. Maja zatem
réwne $rednice: OP = OQ. [Czytelnicy znajacy twierdzenie
o motylku (the Butterfly Theorem) widza zapewne, ze
ostatnia réwnosé takze z niego wynika.]

W réwnoramiennym tréjkacie POQ odcinek OD jest

Réwnoramienne tréjkaty DM A i DNF' sa podobne, wysokoscia, wiec i sSrodkowa: DP = DQ. Ponadto DE = DB
bo ich katy ostre MAD i NFD sg katami wpisanymi (z zalozenia) oraz X EDP = «BDQ (katy wierzchotkowe),

w okrag ABC, opartymi na tuku BC. Uzupelniamy te i w konsekwencji trojkaty EDP i BDQ sa przystajace. Stad
trojkaty do rombéw AMDM' i FNDN'; widzimy cztery XDEP = xDBQ. Pozostaje zauwazy¢, ze katy DBQ i DCP
tréjkaty podobne; potaczymy je w pary: ADMA ~ ADN'F, to katy wpisane oparte na tuku AF. Dostajemy réwnoéé
ADNF ~ ADM'A. W obu tych parach podstawy AD xDCP = xDEP, ktora chcieliSmy udowodnié.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
722 (WT =1,63) i 723 (WT = 3,77)
z numeru 9/2021

Konrad Kapcia Poznan 1-42,51
Tomasz Rudny Poznan 41,38
Stawomir Bué Mystkéw 36,88
Mateusz Kapusta  Wroclaw 35,59
Jacek Konieczny Poznan 31,90
Ryszard Wozniak  Krakéw 31,46

Ryszard Baniewicz Wloctawek 30,74
Tomasz Wietecha  Tarnéw 15 - 28,11
Aleksander Surma Myszkéw 4 — 27,75
Marian Lupiezowiec Gliwice 2 — 25,85

830. Przyjmijmy, ze liczby z,y, z spelniaja podane warunki oraz (bez straty ogélnosci)
xr >y 2 z. Liczby a = arcctgx, f = arcctgy, 7 = arcctg z sg dodatnie, ich suma
wynosi 7/4, wiec a < 8 < v < 7/4; stad z = ctgy > 1. Ponadto v > («+ 8+ 7)/3,
zatem z < ctg(m/12) = 2 + /3 < 4. Tak wigc z =2 lub z = 3.

Réwnanie o + 8 + v = /4 przeksztalcamy réwnowaznie do postaci:
ctg(a + /3) = ctg(g - 'y);

ctgactgf—1 —ctgg ctgy—1
ctga+ctg  ctgZ —ctgy
zy—1 z+1
z+y z—1"

Gdy z = 2, dostajemy réwnanie zy — 1 =3(x +y), czyli (x —3)(y —3) =10,

z rozwigzaniami x =13,y =4 oraz ¢ =8, y =5. Gdy z = 3, mamy réwnanie
zy—1=2(x+y), czyli (z—2)(y—2) =05, zrozwigzaniem z =7,y =3 (wszystko
przy zalozeniu z > y > z). Rozumowanie si¢ odwraca, wigc znalezione tréjki (z, vy, 2)
spelniaja rownanie wyjsciowe.

Odpowiedz: (z,y,z) = (13,4,2), (8,5,2), (7,3,3) oraz permutacje tych trojek.
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Zadania z fizyki nr 734, 735

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

734. Na poziomym stole lezy szpulka, na ktérg nawinieta jest cienka, niewazka,

L
11

I gladka ni¢. Promien zewnetrzny szpulki wynosi R, wewnetrzny r. Koniec
nici przeciagniety jest przez niewielki otwor znajdujacy sie na wysokoéci h

nad powierzchnig stotu. W chwili poczatkowej szpulka jest nieruchoma,

Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2022

Regulamin Ligi znajduje si¢ na naszej
stronie: |[deltami.edu.pl]

™~

0 promieniu R.

>

Rys. 1

od gestosci wody.

drgan.

(1)

Przypominamy tresé¢ zadan:

a ni¢ pionowa (rys. 1). Koniec nici zaczynamy ciagnaé stala sita F' i szpulka
toczy sie po stole bez podlizgu. Znalezé maksymalna predkosé szpulki. Masa
szpulki wynosi M. Nalezy przyjac, ze polowa tej masy skupiona jest na osi
szpulki, a druga polowa roztozona réwnomiernie na obwodzie zewnetrznym

735. Prostopadlodcienne naczynie z woda stoi na dwéch podporach
symetrycznych wzgledem osi naczynia i odleglych od siebie o L. Nad woda, na
poprzeczce taczacej krawedzie naczynia, wisi na nici kawatek otowiu o masie M,
w odlegloéci I od osi naczynia (rys. 2). Sily reakcji podpér wynosza Ry i Ra,
odpowiednio dla lewej i prawej podpory. Jakie beda te sily reakcji, gdy ni¢
wydluzymy i oléw zanurzy si¢ w wodzie? Gestoéé¢ otowiu jest n razy wigksza

Rozwigzania zadan z numeru 11/2022

726. Cienka obrecz o promieniu r toczy si¢ bez poslizgu po wewnetrznej powierzchni walca
o promieniu R i wykonuje male drgania wokél polozenia réwnowagi (rys. 3). Znalezé okres tych

727. W zwojnicy o liczbie zwojow N, dlugosci L i promieniu R < L plynie prad o natezeniu I. Jaka
jest wytrzymalos$é drutu, z ktérego zrobiono zwojnice, skoro nie ulega ona rozerwaniu?

726. Poniewaz nie ma po$lizgu przy toczeniu, mozemy ruch obreczy potraktowaé jako
czysty obrét wokét chwilowej osi obrotu przechodzacej przez jej punkt stycznosci A
z powierzchnig walca (rys. 4). Réwnanie tego ruchu obrotowego ma postaé

Tae = —mgrsina,

gdzie € jest przyspieszeniem katowym, m masa obreczy, kat a opisuje odchylenie
érodka, obreczy od pionu. T4 = 2ms? jest momentem bezwladnoéci obreczy wzgledem
osi przechodzacej przez punkt A. Poniewaz drgania sa mate, mozemy przyblizy¢ sin «
przez «, i réwnanie przybiera postaé

Rys. 3 Rys. 4
(2) 2mr’e + mgra = 0.
Fea Srodek obreczy porusza sie po okregu o promieniu R — r, stad warto$¢ jego
Feq Ap/2 . . 2 2 .. . 21s
przyspieszenia a = (R — r)d°a/dt*. Z drugiej strony a = er, bo nie ma poslizgu.
Fy In Fy I 7 poréwnania;:
R—r)d®
3) c= e
R ro dt?
A Podstawiajac do , otrzymujemy
d*a g
— 4+ ———a=0.
‘ dt? + 2(R—r)
Rys. 5 Rys. 6 Jest to réwnanie oscylatora harmonicznego, ktérego czestosé drgan w = 1/g/(2(R — r)).

Szukany okres drgan

727. Poniewaz dlugo$¢ zwojnicy jest duzo wigksza od jej
$rednicy, mozemy przyjaé, ze pole magnetyczne wewnatrz
zwojnicy jest jednorodne, rownolegle do osi zwojnicy

i wartos¢ wektora indukcji wynosi B = uoNI/L, a pole na
zewnatrz zwojnicy jest zaniedbywalne. Powstaje pytanie:
Jaka jest warto$¢ wektora indukcji pola magnetycznego,
w ktérym znajduje si¢ pojedynczy zwdj? Pole zaréwno

po wewnetrznej, jak i zewnetrznej stronie zwoju jest
superpozycja pola wytworzonego przez sam zwdj — oznaczmy
jego wartos¢ przez B — oraz pozostalych N — 1 zwojow

o wartoéci By—1. Wewnatrz zwojnicy By—1 + B1 = B,

na zewnatrz By_1 — B1 =0, stad Bn—1 = uoNI/2L.

21

T=2m\/2(R—-1)/g.

Indukcja pola, w ktérym znajduje sie pojedynczy zwdj, jest
polowa indukcji pola w zwojnicy.

Na kazdy niewielki element zwoju o dtugosci Al =

RAp (rys. 5), w ktérym plynie prad o natezeniu I,

dziala sita elektrodynamiczna F.q = IAl X By_1

o wartodci Feq = BIAIl/2, réwnowazona wypadkowy sil Fiy
naprezenia drutu. Z rysunku 6 widaé, ze Feq/2FN = Agp/2.
7 poréwnania z poprzednim wzorem: Fny = poNIQR/2L.

Wytrzymaltosé drutu, czyli maksymalna sita jego naprezenia,
spelnia nieréwnos¢:
W > uoNI*R/2L.
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