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Ekstremalnie! Barttomiej BZDEGA

Zajmiemy sie zadaniami z kombinatoryki, w ktérych nalezy wyznaczy¢
najwieksza liczbe x spelniajacg zadane warunki. Chcemy, powiedzmy, dowiesé,
ze poszukiwang liczba jest z¢. Rozwigzanie zadania musi sktadaé sie z dwéch
czedci:

(1) uzasadnienie, ze liczba x spelnia zadane warunki;
(2) wykazanie, ze liczby © > z¢ tych warunkéw nie spelniaja.

Ale skad wziaé xo? Zazwyczaj jedna z powyzszych czesci — ta konstruktywna —
jest nieco latwiejsza od drugiej, co daje mozliwo$¢ odgadniecia tej liczby. Na
0gol jest to czesé (1), choé zdarzaja sie wyjatki. Préby przeprowadzenia dowodu
drugiej z czeséci dokonuja weryfikacji.

Analogicznie rozwiazuje sie zadania polegajace na znalezieniu najmniejszej liczby
spelniajacej dane warunki — jedyna réznica polega na tym, ze w punkcie (2)
wykazujemy, ze liczby x < xg tych warunkéw nie spelniaja.

Aby zademonstrowaé¢ metode, rozwiazemy nastepujace zadanie.

Niech n bedzie ustalona liczba naturalna. Ze zbioru A = {1,2,...,2n} nalezy
wybraé¢ m liczb, ale tak, by zadna wybrana liczba nie dzielila innej. Jaka jest
najwieksza liczba m, dla ktorej jest to mozliwe?

Rozwigzanie. Wykazemy, ze najwieksza taka liczba jest m = n.

(1) W n-elementowym zbiorze B = {n+ 1,n+2,...,2n} C A zadna z liczb nie
jest dzielnikiem innej, bo jesli a,b € Bia <b, to a <b < 2a.
(2) Dla kazdej liczby ze zbioru A rozwazmy jej najwickszy dzielnik nieparzysty.
Moze nim by¢ jedna z liczb: 1,3,5,...,2n — 1. Mozliwosci jest n, wiec jesli
wybierzemy wiecej niz n liczb ze zbioru A, to pewne dwie z nich — nazwijmy
je a i b — beda mialy ten sam najwickszy nieparzysty dzielnik d. Pozostaje
zauwazy¢, ze wtedy a = d - 21 i b = d - 2!2 dla pewnych liczb catkowitych
t1,t2 > 0, wiec mniejsza z liczb a, b jest dzielnikiem wiekszej.

Zadania

1. Niech A oznacza zbiér 4n? punktéw plaszczyzny, ktérych obie wspélrzedne
naleza do zbioru {£1,+2,...,4+n}, oraz niech O = (0,0). Niektére z tych
punktéw pokolorowano na czerwono, z zachowaniem nastepujacego warunku:
jesli punkty P i Q sa czerwone, to |[<POQ| # 90°. Wyznaczy¢ najwieksza
mozliwa liczbe punktéow czerwonych.

2. Niech m,n > 2 beda liczbami naturalnymi. Jaka najwieksza liczbe wiez mozna
ustawi¢ na szachownicy m x n w taki sposéb, zeby kazda byla atakowana przez
co najwyzej dwie inne?

3. W ukladzie wspélrzednych pomalowano na niebiesko wszystkie punkty
o obu wspolrzednych ze zbioru {1,2,...,n}. Chcemy narysowaé pewna
liczbe prostych w taki sposéb, by przez kazdy niebieski punkt przechodzila
przynajmniej jedna prosta, a ponadto zadna narysowana prosta nie moze by¢
réwnolegla do osi uktadu wspolrzednych. Jaka jest, w zaleznoéci od n > 2,
najmniejsza liczba potrzebnych prostych?

4. Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia i niech A C {1,2,3,...,3n}
oraz |A| = k. Kazdy podzbiér zbioru A ma sume elementéw rézna od k.

W zaleznoéci od n wyznaczy¢ najwieksza liczbe k, dla ktérej jest to mozliwe.

5. Ustalmy liczbe catkowita dodatnia n. Permutacje (a1, as,...,an)
i(b1,ba,...,by,) clagu (1,2,...,n) nazwiemy podobnyms, jesli a; = b; dla
przynajmniej jednego i € {1,2,...,n}. W zaleznosci od n wyznaczy¢ najwieksza
liczbe k, dla ktoérej istnieje k réznych permutacji ciagu (1,2,...,n), z ktérych
kazde dwie sg podobne.

6. W zaleznosci od liczby catkowitej dodatniej n wyznaczyé najwieksza liczbe k
o nastepujacej wlasnosci: dla kazdego podzialu kwadratu o boku 2n na
prostokaty o wymiarach 2 x 1 istnieje prosta, ktéra przecina co najmniej
k prostokatéw (prostokat uznajemy za przecigty, jesli prosta dzieli go na dwie
czesei o dodatnim polu).
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