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Rozwigzanie zadania F 1041.
,Osrodek stabo przewodzacy” otaczajacy
elektrody oznacza, ze material elektrod
znacznie lepiej przewodzi prad niz
os$rodek, w ktérym si¢ znajduja.
W dobrym przyblizeniu powierzchnia
kazdej z elektrod jest wiec powierzchnig
ekwipotencjalng. Niech potencjal jednej
elektrody wynosi V, a drugiej — V.
Odleglosé¢ miedzy elektrodami jest
znacznie wieksza od ich rozmiaréw,
a wiec w poblizu powierzchni kazdej
z nich, z dobrym przyblizeniem, pole
elektryczne jest sferycznie symetryczne
(jak od tadunku punktowego). Wartos$é
pola elektrycznego na powierzchni
elektrody réwna jest E = V/r. W o$rodku
przewodzacym gesto$é pradu j = E?/[L
Catkowity prad I wyplywajacy
z elektrody wynosi I = 47r?j. Taki sam
prad wplynie na drugg elektrode.
Napiecie U migdzy elektrodami wynosi:
U = 2V. Otrzymujemy:
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Sinus 1 cosinus w akcji

Jarostaw GORNICKI*

Réwnania potrafia taczyé rézne $wiaty (np. E = mc?), a w matematyce
zjawiska dyskretne z cigglymi. Odkrywanie tozsamosci zawierajacych dziatania
nieskonczone jest trudne, ale moga je tworzy¢ wszyscy, ktorzy znaja elementarne
WZOry

(1)
Idea jest prosta: stosujac wzory (1) dla wybranego kata (np. 5°, 9°, 10°, 15°,
18°, 20°, 25°, 27°, 30°, 35°, 36°, 40° oraz ich dopelnien do 90°), w skoriczonej
liczbie krokéw uzyskujemy réwnosé, w ktoérej po obu jej stronach jest taki sam
sktadnik. Iterowanie w nieskoniczono$¢ tak otrzymanej ,petli” generuje wzor.

2sin?a =1 — cos2a, 2cos®a = 1+ cos2a.

Przyktad 1. Poniewaz 2sin 18° = /2 — 2 cos 36° oraz
2c0s36° = 2sin 54° = v/2 — 2c0s 108° = /2 + 25sin 18°,

V2 -2+ 2sin18° i

(2) \/2—\/2+\/2—\/2+...:281n18°:2~\/i_l,

przy czym ostatni wzor wynika z analizy dziesieciokata foremnego.

wiec 2sin 18° =

Uwaga. Ciag

a1=\/§, a2=\/2*\/i, a3=\/27\/2+\/§, a4:\/\/2+\/2\/§,...

jest zbiezny. Poniewaz

az < ag < a7 <ag<ayl <aiz <ajp<ag<ag <as <az <ai,

wiec:

e podciag {a2,as,a10,. ..}, jako ograniczony i malejacy, jest zbiezny do granicy a € [a3,a1],
e podciag {a4,as, a1z, ...}, jako ograniczony i rosnacy, jest zbiezny do granicy 8 € [a3, a1].

Zatem granice «,  musza by¢ rozwigzaniami ciaglego rownania funkcyjnego, /2 — /2 + z = x.
T =+/2—y,
y=v2+tuz,
kwadratu, odejmujemy je stronami i tworzymy postaé iloczynowa. Poniewaz nasze réwnanie

\/32*1 i ciag {an} jest

Zamieniamy to réwnanie na uklad réwnan { kazde z nich podnosimy do

ma dokladnie jedno rozwigzanie: x = % € [a3,a1], wiec a = 8 =
zbiezny.

Podobne postgpowanie (choé istotnie trudniejsze) pokazuje zbieznosci dziatan nieskoniczonych
w kolejnych przyktadach.

Przyktad 2. Poniewaz
(25in10°)% = 2 — 2cos 20°,
(2c0s20°)? = 2 4 2 cos 40°,
(2c0840°)? = 2 + 205 80° = 2 4 25in 10°,

wiec
2sin10° = v/2 — 2¢0s 20° = \/2 — V24 2cos40° =
- \/2 \/2+\/2+281n10°,
a stad

(3) \/2—\/2+\/2+\/ﬁ:2sm10°,

przy czym cyklicznie powtarzaja si¢ znaki —, +, +.

Korzystajac z bogatego arsenalu wzoréw trygonometrycznych, mozemy
rozpatrywaé bardziej skomplikowane przypadki.
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Rozwigzanie zadania F 1042.

Pole elektryczne Ziemi, w dobrym
przyblizeniu, ma symetrie sferyczna — jak
pole tadunku punktowego. Przyjmijmy, ze
tadunek Ziemi wynosi Q. Na wysokosci h
nad Ziemia pole elektryczne bedzie polem
tadunku Ziemi i tadunku ¢ zawartego

w sferycznej warstwie atmosfery

o grubosci h. Mamy:

Eo = @ )
47T60R2
2h
B = Q+gq ~ Qta (177).
47T50(R+h)2 4meg R? R

W ostatnim z wyrazein mozemy pominaé
sktadnik 2h/R w nawiasie. Otrzymujemy:
q = dreoR* (B, — Ey).

Objetosé warstwy atmosfery o grubosci

h << R wynosi V & 47 R?h. Ostatecznie:
co(E1 — Eo)
—

Po podstawieniu danych liczbowych:
dr~4,4-1071 C/m>.

d=

Przyktad 3. Poniewaz
(1 +2v35in20°)% = 1 4 4/3sin 20° 4 125sin? 20° =
=1+ 4v/35in20° + 6 — 6 cos 40° =

=7+ 4v/3sin20° — 4%? cos40° =
=7+ 4v35in 20° — 4v/3 cos 30° cos 40° =
= 7 4 4/35in20° — (2v/3 cos 70° + 2v/3 cos 10°) =
=7+ 2v3cos70° — 2v/3cos 10° =
= 7 — 44/3sin 30° sin 40° =
=7 —2V3sin40° =
=8 — (1 +2v/35in40°)
oraz
(14 2v3sin40°)? = ... = 8 4 (2v/35in80° — 1),
(2v/3sin80° —1)? = ... = 8 — (1 + 2v/3sin 20°),
wiec

14 2v3sin20° = \/8— 14 2v/3sin40°) —\/8—\/8+ (2V/35in80° — 1) =

- \/8— \/8+\/8—(1+2\/§sin20°).
Zatem

(4) \/8—\/8+\/8—\/ﬁ:1+2\/§sin20°,

przy czym cyklicznie powtarzaja sie znaki —, +, —

Jednoczesnie z tych samych zalezno$ci mamy

\/8—\/8—\/8+\/8—...:2\/§sin8()°—1:2\/5005100—1,

z powtarzajacymi sie cyklicznie znakami —, —, + lub

(6) \/8~|—\/8—\/8—\/8+...:1+2\/§sin4()°,

z powtarzajacymi sie cyklicznie znakami +, —, —.

Przyklad 4. Korzystajac z réwnosci
14 4sin10° = /11 — 2(1 + 4sin 50°) = \/11 —2/11 +2(4sin70° — 1) =

= \/11 — 2\/11 +24/11 — 2(1 + 4sin 10°),

otrzymamy wzor

(7) \/1—2\/11+2\/11—2\/11— =1+ 4sin10°,

z powtarzajacymi sie cyklicznie znakami —, +, —

Przyklad 5. Rownosé

1+ 4v/3sin20° = \/23— 2(4v/3sin80° — 1) = \/23—2\/23+2(1 +4v/3sin 40°) =

- \/23—2\/23+2\/23+2(1+4\/§Sin20°)

daje wzor

(8) \/23—2\/234—2\/23—1—2\/23—...:1+4\/§sin200,

z powtarzajacymi si¢ cyklicznie znakami —, +, +.

Mozliwosci jest wiele, kazdy moze mie¢ swbj wzor i zaproponowaé ,kosmicznie”
trudne zadanie: obliczyc¢ ... i tu wstawié¢ lewa strone wzoru (i), i = 2,3, ...

11



	Sinus i cosinus w akcji

