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Ciag Fibonacciego zdefiniowany jest
wzorem: Fo =0, F; =1,
Fp,=F,_14+ F,_2dlan > 2. Jego

pierwsze wyrazy to: 0,1,1,2,3,5,8,13,...

Pierwsze wyrazy tego ciggu to: 0, 1, 2, 1,
—4, —11, —10, 13, 56, 73, —22, —263 ...

Albert Thoralf Skolem (1887-1963)

Powiemy, Ze liczba zespolona a jest liczba
algebraiczna, jezeli jest pierwiastkiem
niezerowego wielomianu

o wspétczynnikach wymiernych. Zbiér
liczb algebraicznych oznacza si¢ jako A.
Liczba /2 oraz i sg algebraiczne, gdyz
V2 jest pierwiastkiem wielomianu

p(z) = 2% — 2, a liczba i jest
pierwiastkiem wielomianu p(z) = z% + 1.

Problem Skolema
Marcin WIERZBINSKI*

Wiele matematycznych probleméw ma bardzo proste sformutowanie, ale

ich istota dotyka glebokiej matematyki. Do tej grupy nalezy tytutowy
problem Skolema. Sformutowanie wydaje sie bliskie informatyce teoretycznej.
Zainteresowany Czytelnik znajacy tzw. problem stopu moze zauwazy¢ tutaj
analogie. Techniki stuzace do rozwiazania problemu pochodzg jednak nie

z informatyki teoretycznej, a z algebry. Pelne rozwiagzanie problemu przy
pomocy tych technik wymagaloby istotnych postepow w tej dziedzinie algebry.

Zacznijmy od rozwazenia szczegblnego przypadku naszego pytania: czy ciag
Fibonacciego ma pewien wyraz rowny zero poza wyrazem poczatkowym? Kazdy
bez trudu odpowie na to pytanie: nie, tylko dla n = 0 wyraz F), jest rowny zero.
Kolejne wyrazy ciagu Fibonacciego F,, zawsze beda dodatnie (suma wyrazéw
dodatnich jest dodatnia). Dojscie do tego wniosku nie wymaga zaawansowanej
matematyki. Czy odpowiedZ na postawione wyzej pytanie dla dowolnego ciggu
podobnej postaci jest taka prosta? Rozwazmy na przyklad nastepujacy ciag:

Up = 2Up—1 — 3Un—2,
(1) Uy = 1,

Upg = 0.
Na pierwszy rzut oka problem nie jest tatwy do rozstrzygniecia. Wypisujac
kolejne wyrazy, mozna wysnu¢ hipoteze, ze 0w ciag rowniez, poza pierwszym,
nie ma wyrazu rownego zero. Problem mozna sformutowaé¢ w ogdlnoéci dla
wiekszej liczby rownan. Artykul ten pokaze, ze nawet dla prostych ciagéw za
rozwiazaniem stoi ciekawa matematyka.

Problem Skolema

Aby lepiej zrozumieé¢ ten problem, nalezy najpierw wprowadzi¢ potrzebne
definicje. Liniowy ciag rekurencyjny to taki ciag liczb catkowitych ug, uq,... € Z,
ze dla pewnych ag,...,ax_1 € Z, gdzie ag # 0, oraz dla kazdego n > k mamy

Uy = AQUp_1 + A Up_2 + ... + ap_1Un_k. Rzad takiego ciggu to k.

Problem Skolema to pytanie, czy dla danego liniowego ciagu rekurencyjnego
istnieje takie n, ze u, = 0.

Obecnie wiadomo, ze problem Skolema jest rozstrzygalny dla ciagéw rzedu 2,
3 i 4, natomiast rozstrzygalnos¢ dla rzedu 5 pozostaje nadal otwarta. Znamy
jednak rozstrzygalnosé réznych podprzypadkow, nawet dla rzedu 5.

Okazuje sie, ze juz dla ciagdéw rzedu 2 rozwigzanie nie jest trywialne. W artykule
postaram sie przedstawié¢ intuicje stojace za owa nietrywialnoscia. Bardzo
przydatne bedzie, znane zapewne niektérym Czytelnikom, nastepujace
twierdzenie dotyczace ciagéw rekurencyjnych.

Twierdzenie: Dla kazdego liniowego ciagu rekurencyjnego u,, rzedu k mozna
obliczy¢ niezerowe liczby zespolone Ay, ..., A; oraz wielomiany p1,...,p;
o wspoélczynnikach algebraicznych takie, ze:
Uy = p1(n)AY +p2(n)A3 + ... +pi(n)A]}
oraz
deg(p1) + ... +deg(p;) <k —J,
gdzie przez deg(p) oznaczamy stopienn wielomianu p.

Dla Czytelnika Zainteresowanego, znajacego narzedzia z algebry liniowej, to
twierdzenie nie jest trudne do udowodnienia.

Ciagi rekurencyjne rzedu 2

W dalszej czesci przedstawie techniki zwigzane z rozwiazaniem problemu
Skolema dla liniowych ciagéw rekurencyjnych rzedu 2. Rozwiazanie bedzie
zalezalo od wspotczynnikow, ktére wystepuja w twierdzeniu powyze;j.
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Rozwigzanie zadania M 1700.
Zalézmy odwrotnie: na planszy nie ma
kwadratéw 2 X 2 w tym samym kolorze
lub pokolorowanych ,w szachownice”. Bok
pola wspélny dla dwdéch réznokolorowych

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze j < 2, gdyz suma stopni wielomianéw p;
musi by¢ nieujemna. Rozwazymy kilka przypadkéw w zaleznosci od wartosci j
oraz liczb \;.

Wartosé 5 =1
7 twierdzenia wynika, ze

pdl nazwijmy granicg; oznaczmy przez N
liczbe granic.

Kazdy kwadrat 2 X 2 zawiera doktadnie
trzy pola jednokolorowe lub dwa
sasiadujace biale pola i dwa sasiadujace
czarne pola. W obu przypadkach
wewnatrz kwadratu znajduja sie

dokladnie dwie granice. . ,
] o ; 7 = 2. Wéwczas
Lacznie mamy 99° kwadratéow 2 X 2,

a kazda granica lezy wewnatrz doktadnie
dwéch z nich (poniewaz granice nie
przylegaja do obwodu planszy). Wobec
tego N = (2-992)/2 = 992, czyli jest
liczba nieparzysta.

ma postacé

Z drugiej strony N musi byé parzyste —
w kazdym wierszu i kazdej kolumnie
pierwsze i ostatnie pole jest czarne,
dlatego musi nastapi¢ parzysta liczba
zmian koloru.

wystapia w ciagu uy,.

up = (an + b)AT.

Przypomnijmy, ze A1 # 0. Zatem jesli u,, = 0, to (an + b) = 0, co po

a

przeksztalceniu daje n = —¢ i koticzy rozumowanie w tym przypadku.

Uwaga do pozostalych przypadkow. W pozostalych przypadkach j > 1, a zatem

n = P1MAT + pa(n)Az,

gdzie deg(p1) + deg(p2) = 0. Wielomiany p; oraz ps sa wiec stale, czyli ciag u,

J— n n
Up, = CIA] + C2A5.

Dalej zakladamy, ze ¢, co # 0, w przeciwnym przypadku oczywiscie zera nie

Wartos$é j = 2 oraz |A1| # |A2]

Jesli u, = 0, to c1 AT = —ca Ay, co réwnowaznie daje:

oG

Bez straty ogdlnodci mozna zalozyé, ze |A1| > |A2|. Wéwczas |§—f\ < 1. Zatem jesli
Uup, =0, ton = log‘ﬁl(\g—ﬂ), pozostaje nam wiec sprawdzié, czy wyraz ciagu o tym
A1

indeksie jest faktycznie réwny zero.

Warto$é j = 2 oraz |A1| = |Az]
Przed nami najciekawsza cze$é — przypadek, gdy |A1| = |Az|, ale A\ # Aa. W tym

Zainteresowany Czytelnik moze
przeczytaé o liczbach zespolonych
w ,,Liczby zespolone i kwaterniony”, Aig.

miejscu wréémy do przykladu ze wstepu. Mozna nietrudno obliczy¢, ze
w tym przypadku: ¢ = ﬁ, co =

%,)\121—2'\/?01‘32/\2:1"'@'\/5.

A zatem omawiany liniowy ciag rekurencyjny ma postac:

Uogdlnijmy teraz nasze rozwazania. Mozna nietrudno
pokazaé, ze w omawianym przypadku A\; = Ao oraz

c1 = ¢3. Zatem opisany ciag bedzie przyjmowal postaé
Up = cA" + X", dla pewnej liczby algebraicznej ¢ € A
i liczby zespolonej .

Pytajac o warunek u,, = 0, mozna zauwazy¢, ze

e\ 4+ A" = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy czesé
rzeczywista cA™ jest rowna 0. Niech v = ﬁ, wowczas

|v| = 1. Zamiast badaé, czy u, = 0, bedziemy teraz badad,
czy IK—‘"” = 0, co, jak latwo zauwazy¢, jest réwnowaznym
IKT" = cv™ 4 cv™. Wystarczy
sprawdzié, czy cv™ 4 cv™ = 0. To za$ jest rownowazne
temu, ze cv™ jest czysto urojone (postaci iz dla x € R).
Poniewaz |v| = 1, to musi by¢ = = |¢|. Pytamy wiec, czy

pytaniem. Zauwazmy, ze

. . . . . _ . _ ’L‘Cl
istnieje takie n, ze cv™ = i|c|, czyli czy v" = .
Pozostaje nam rozwiazaé¢ réwnanie postaci:

ilc

" =, gdzie v, 5 € A,|v| =1 oraz f = M
c

Aby znalez¢ ogdlne rozwigzanie, niezbedne okazuje sie
pochylenie nad teoria liczb algebraicznych. Mimo zZe to
pytanie wydaje sie proste, to jego rozwiazanie wymaga
wprowadzenia pomystowych norm mierzacych wielko$é
liczb (innych niz warto$é bezwzgledna danej liczby).
Jest to bardzo ciekawa technika, ale opowiedzenie o niej
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(AT = A2).

i
Up, >3
zajetoby przynajmniej kilka stron. Zainteresowanych
Czytelnikéw odsylam do artykulu: On the Skolem
Problem and Prime Powers autorstwa George’a
Kenisona, Richarda J. Liptona, Joéla Ouaknine’a

i Jamesa Worrella.

Mozemy jednak wréci¢ do naszego przyktadu (1)) i zauwazyd¢,
ze sprowadziliSmy pytanie, czy u, = 0, do pytania, czy
(1 —iy/2)" jest liczba rzeczywista dla pewnego n € N.
Innymi stowy, pytamy, czy argument tej liczby (réwny
arc cos(%)) jest wspolmierny z 7, czy nie. W znanej
ksigzce Dowody z ksiegi autorstwa M. Aignera i G. Zieglera
mozna znalez¢ dowdd, ze arc cos(%) jest niewspOlmierny
7 T, CO 0zhacza, Ze W ciagu istotnie nie wystepuje zaden
wyraz rOwWny zero.

Dla ciagéw rekurencyjnych rzedu k = 3 réwniez istnieje
algorytm bazujacy na podobnych rozumowaniach,
jednak w ogdélnosci dla k£ > 5 nie jest znane zadne
rozwiazanie problemu Skolema. Nawet dla rzedu k = 2
ostatni przypadek opiera sie na algebraicznej teorii liczb.
Sam dowdd wezedniejszego twierdzenia wykorzystuje
podstawy algebry liniowej, a sformulowanie problemu
jest bliskie problemowi stopu, co ciekawie pokazuje,

ze wymaga on znajomosci kilku dziatéw zaréwno
matematyki, jak i informatyki.
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