
Na tropie wielomianów Ű część 2

Bartşomiej BZDĘGA

Uwaga. W caşym artykule (równie£ w zadaniach) rozwa£amy wyşącznie38

Wskazówkidozadań

1.(a)NiechP(0)=biP(1)=a+b.Ze
wzoruP(x+1)=2P(x)−P(x−1)
orazindukcjiwynika,£e
P(x)=ax+bdlawszystkich
naturalnychx.Rozwiązaniekończy
zastosowanietwierdzenia2.

(b)Biorącx=0orazx=2,stwierdzamy,
£eP(0)=0iodpowiednioP(1)=0.
NamocytwierdzeniaBézouta
mo£emywięczapisać
P(x)=x(x−1)Q(x)dlapewnego
wielomianuQ.Popodstawieniutego
dozadanegorównaniaotrzymujemy
Q(x)=Q(x−1)dlawszystkich
x̸=0,1,2.

(c)NiechP(x)=Q(x)+x
2
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4.Przyoznaczeniachzpoprzedniego

zadaniamamyx
n

=
∑

n

k=0
k

n
Lk(x),

zatemwspóşczynnikprzyx
n

poprawej
stronierównościwynosi1.

5.Przypuśćmy,£eP(x0)
2

=Q(x0)
2

dla
pewnegox0.Określamy
xn+1=1+xn+P(xn)

2
>xn;

indukcyjniedowodzimy,£eP(xn)=Q(xn)
dlaka£degon⩾1ikorzystamy
ztwierdzenia2.Wystarczyzatem
wykazaćistnienietakiegox0.Wtymcelu
nale£yzbadaćznakwielomianu
R(x)=P(x)

2
−Q(x)

2
napierwiastku

wielomianuPipierwiastku
wielomianuQ.

wielomiany o wspóşczynnikach rzeczywistych i mówimy wyşącznie
o pierwiastkach rzeczywistych.

Korzystając z indukcji matematycznej oraz twierdzenia Bézouta (zob. kącik
nr 12 w ∆12

19), mo£na wykazać, £e wielomian stopnia n ⩾ 1 ma co najwy£ej
n pierwiastków. Z tego wynika następujący fakt, który jest punktem wyjścia
do kolejnych rozwa£ań.

Twierdzenie 1. Jeśli wielomian P (x) = a0 + a1x + . . . + anxn ma więcej ni£

n pierwiastków, to jest on wielomianem zerowym. W szczególności zerowy jest

ka£dy wielomian, który ma nieskończenie wiele pierwiastków.

Prostym wnioskiem z powy£szego jest

Twierdzenie 2. Weźmy n + 1 ró£nych liczb: x0, x1, . . . , xn. Jeśli wielomiany

P i Q o stopniu nieprzekraczającym n speşniają równości P (xk) = Q(xk) dla

k = 0, 1, . . . , n, to P = Q.

Dowód. Teza wynika z twierdzenia 1 dla wielomianu R(x) = Q(x) − P (x).

Twierdzenie 3. Rozwa£my pary liczb rzeczywistych (xk, yk) dla k = 0, 1, . . . , n.
Jeśli wszystkie liczby x0, x1, . . . , xn są ró£ne, to istnieje dokşadnie jeden
wielomian P o stopniu nie większym ni£ n, który speşnia równości P (xk) = yk dla
k = 0, 1, . . . , n. Nazywamy go wielomianem interpolacyjnym LagrangeŠa.

Dowód. Wystarczy skonstruować taki wielomian, bo twierdzenie 2 gwarantuje
nam jego jedyność. W tym celu wykorzystamy wielomiany pomocnicze
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Tu warto dokşadnie się przyjrzeć, czym się ró£nią liczniki od mianowników oraz
jakiego czynnika tu ĎbrakujeŤ i dlaczego. Jest jasne, £e Lk(xk) = 1. Jeśli j ̸= k, to

ze względu na czynnik
x−xj

xk−xj
mamy Lk(xj) = 0. Z tych dwóch obserwacji wynika,

£e szukanym wielomianem jest

P (x) = y0L0(x) + y1L1(x) + . . . + ynLn(x).

Co więcej, ka£dy z wielomianów L0, L1, . . . , Ln jest stopnia n, więc stopień
wielomianu P nie przekracza n.

Zadania.

1. Wytropić wszystkie wielomiany P , które dla ka£dego rzeczywistego x

speşniają daną równość:

(a) P (x) = P (x+1)+P (x−1)
2 ;

(b) xP (x − 1) = (x − 2)P (x);
(c) P (x + 1) = P (x) + 2x + 1.

(H. Pawşowski, Zadania z olimpiad matematycznych z caşego świata)

2. Niech n ⩾ 2 będzie liczbą naturalną. Wyznaczyć wielomiany pomocnicze Lk(x)
dla xk = k przy k = 0, 1, . . . , n i podać wartości Lk(n + 1). Korzystając z tych
dobrodziejstw, wyznaczyć P (n + 1), jeśli P jest wielomianem o stopniu nie
większym ni£ n oraz:
(a) P (k) = ak dla k = 0, 1, . . . , n, przy czym a ̸= 0 jest dowolną staşą;
(b) P (k) = k

k+1 dla k = 0, 1, . . . , n. (1975 USAMO)
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kn = n!.
5. Wielomiany P i Q mają co najmniej po jednym pierwiastku rzeczywistym

oraz speşniają równość

P
(

1 + x + Q(x)2
)

= Q
(

1 + x + P (x)2
)

.

Dowieść, £e P = Q. (www.imomath.com)
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