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Na tropie wielomianéw — czes¢ 2
Barttomiej BZDEGA

Uwaga. W calym artykule (réwniez w zadaniach) rozwazamy wylacznie
wielomiany o wspélczynnikach rzeczywistych i méwimy wytacznie
o pierwiastkach rzeczywistych.

Korzystajac z indukeji matematycznej oraz twierdzenia Bézouta (zob. kacik
nr 12 w Al3), mozna wykazaé, ze wielomian stopnia n > 1 ma co najwyzej
n pierwiastkéw. Z tego wynika nastepujacy fakt, ktory jest punktem wyjscia
do kolejnych rozwazan.

Twierdzenie 1. Jesli wielomian P(x) = ag + a1x + ... + apx™ ma wiecej niz
n pierwiastkow, to jest on wielomianem zerowym. W szczegolnosci zerowy jest
kazdy wielomian, ktory ma nieskoniczenie wiele pierwiastkow.

Prostym wnioskiem z powyzszego jest

Twierdzenie 2. WeZmy n + 1 réznych liczb: xg,x1, ..., x,. Jesli wielomiany
P i Q o stopniu nieprzekraczajgcym n spetniajq réwnodci P(xy) = Q(xx) dla
k=0,1,...,n, to P=Q.

Dowdd. Teza wynika z twierdzenia 1 dla wielomianu R(z) = Q(z) — P(x).

Twierdzenie 3. Rozwazmy pary liczb rzeczywistych (zg,yx) dla k=0,1,...,n.
Jesli wszystkie liczby xg, x1, ..., 2, sa rézne, to istnieje dokladnie jeden
wielomian P o stopniu nie wigkszym niz n, ktéry spelnia réwnosci P(xg) = yi dla
k=0,1,...,n. Nazywamy go wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a.

Dowdod. Wystarczy skonstruowaé taki wielomian, bo twierdzenie 2 gwarantuje
nam jego jedyno$¢é. W tym celu wykorzystamy wielomiany pomocnicze

r — X r — T T — Tk-1 T — Tk41 T — Tp—-1 T — Ty

Lk (l‘) = . .
T —To Tk — 21 Tk — Tk—1 Tk — Tk+1 Tk —Tpn—-1 Tk — Tn
Tu warto doktadnie si¢ przyjrzeé, czym sie r6znig liczniki od mianownikéw oraz
jakiego czynnika tu ,brakuje” i dlaczego. Jest jasne, ze Ly (xzy) = 1. Jesli j # k, to
T—Ij

zr—a; mamy Ly(xz;) = 0. Z tych dwbch obserwacji wynika,
ze szukanym wielomianem jest

P(z) = yoLo(z) + y1L1(x) + ... + ynLn(z).

Co wiecej, kazdy z wielomiandéw Lg, L1, ...
wielomianu P nie przekracza n.

ze wzgledu na czynnik

, L, jest stopnia n, wiec stopien

Zadania.

1. Wytropi¢ wszystkie wielomiany P, ktore dla kazdego rzeczywistego x

spelniaja dang réwnosé:

(a) P(z) = P(:EJrl)JZrP(:vfl);

(b) zP(zx—1)= (z—2)P(x);

(¢) P(x+1)=P(z)+2zx+1.

(H. Pawlowski, Zadania z olimpiad matematycznych z calego swiata)

2. Niech n > 2 bedzie liczba naturalna. Wyznaczy¢ wielomiany pomocnicze L (x)
dla z; = k przy k=0,1,...,n i podaé¢ wartosci Li(n + 1). Korzystajac z tych
dobrodziejstw, wyznaczy¢ P(n + 1), jesli P jest wielomianem o stopniu nie
wigkszym niz n oraz:

(a) P(k)=a*dlak=0,1,...,n, przy czym a # 0 jest dowolna stala;
(b) P(k)= 25 dlak =0,1,...,n. (1975 USAMO)

3. Udowodni¢, ze > _o(—1)*(})(k —1)"~! = 0.

Dowies¢, ze Y- p_o(=1)""F(})k™ = nl.

5. Wielomiany P i Q maja co najmniej po jednym pierwiastku rzeczywistym
oraz spelniaja réwnosé

Pl+z+Q(2)%) =Q(1+z+ P(x)?).

Dowie$é, ze P = Q. (www.imomath.com)
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