Zadanie to pochodzi z ksigzki
Combinatorial problems € exercises
Lészl6 Lovasza. Autor razem z Avim
Wigdersonem otrzymal w 2021 roku
nagrode Abela, o czym pisaliSmy

w poprzednim numerze, w artykule
Czy losowe bity pomagaja?

Czy graf méglby wygladaé inaczej niz
zbiér cykli? Nie! Jezeli zaczniemy
podaza¢ od dowolnej skarbonki za
strzatkami, to musimy w koncu do niej
znowu doj$é. Jest tak dlatego, ze

w pewnym momencie skarbonki na naszej
Sciezce zaczng si¢ powtarzac i gdyby jako
pierwsza powtdérzyla sie inna skarbonka
niz nasza poczatkowa, to znaczyloby to,
ze znalezliSmy do niej dwa klucze

w dwéch réznych skarbonkach.

Dla n =6 i k = 3 wynik mozemy obliczy¢
recznie, ale nawet taki prosty przypadek
wymaga troche pracy. Permutacji

z co najmniej jednym zlym cyklem
jednoelementowym [4], [5] lub [6] jest
3:5! —3-4! + 3! = 294 (uzyliémy tu
zasady wlaczen i wylagczen). Permutacji
ze ztym cyklem dwuelementowym [4, 5],
[4, 6] lub [5, 6], ale bez [4],[5] i [6] jest

3. (4! — 3!) = 54. Permutacji ze ztym
cyklem trzyelementowym [4,5, 6] lub
[4,6,5] jest 2- 3! = 12. Czyli spoéréd

6! = 720 wszystkich permutacji doktadnie
360 jest zlych. Wiemy wigc, ze uda nam
sie¢ z prawdopodobieristwem 50% (ten sam
wynik uzyskaliby$Smy tez argumentujac,
ze albo nam si¢ uda, albo nie uda).

Klucze, skarbonki, mtotek i superzapis
Oskar SKIBSKI

Mamy n skarbonek i n pasujacych kluczy. Do kazdej skarbonki wrzucamy jeden
losowy klucz. Chcieliby$my je teraz wszystkie otworzy¢, ale nie mamy zadnego
klucza. Mamy jednak mtotek. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze rozbijajac

k losowych skarbonek, zdolamy otworzyé¢ wszystkie skarbonki?

Bez straty ogélnosci przyjmiemy, ze rozbijamy pierwsze k skarbonek — klucze
rozrzucone sa losowo, wiec nie wplynie to na prawdopodobienstwo. Zacznijmy od
przykladu z szescioma skarbonkami, z ktérych rozbijemy trzy.
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Zaczynamy od skarbonki 1. Bierzemy zamach i po chwili wyciagamy klucz do
skarbonki 6. Otwieramy ja kluczem i z niej wyciagamy klucz do 4. W niej z kolei
jest klucz do 1, ktéry nam sie nie przyda, bo skarbonke 1 juz roztrzaskaliSmy.
Teraz rozbijamy skarbonke 2, w ktérej niestety znajdujemy nieprzydatny klucz
do niej samej. W konicu rozbijamy skarbonke 3, co pozwala nam otworzy¢
skarbonke 5. Troche kluczyliSmy, ale udato si¢ — nie zostala nam zadna
zamknieta skarbonka.

Widzimy, ze najwazniejsza kwestia sa tworzace sie cykle. Jezeli od kazdej
skarbonki poprowadzimy strzatke do skarbonki, do ktérej jest w niej klucz, to
powstanie nam taki graf:
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Mamy wiec trzy cykle: [1,6,4], [2] oraz [3,5]. Widzimy, ze udato nam sie
otworzy¢ wszystkie skarbonki, bo w kazdym cyklu byla jakas skarbonka, ktora
rozbijaliSmy — rozbijajac ja, dobraliSmy sie do wszystkich innych skarbonek

w tym samym cyklu. Z kolei gdyby tak nie byto, tzn. bylby cykl bez zadnej
rozbijanej skarbonki, to by nam si¢ nie udato. Zatem poczatkowe pytanie
mozemy sformulowaé tak: jakie jest prawdopodobienstwo, ze przy losowym
rozmieszczeniu n kluczy w n skarbonkach w kazdym powstajacym cyklu jest
przynajmniej jedna ze skarbonek 1,2,..., k7

Abys$my mogli odpowiedzieé¢ na to pytanie, z pomocg przybedzie

nam. . . superzapis (czyt. ,super zapis”, nie ,supezapis”)! Nazwa ta nie jest
nazwa oficjalna, jednak Czytelnik zaraz si¢ przekona, ze jest ona bardzo
adekwatna.

O co chodzi w superzapisie? Permutacje, czyli ustawienia elementéw w dowolnej
kolejnosci, zapisywaé mozna na wiele sposobéw. Mozna po prostu wypisacé
kolejne elementy, tak jak mieliémy je przedstawione na poczatku: (6,2,5,1,3,4).
Nie wida¢ tu jednak, jakie powstaja cykle. Mozna uzy¢ zapisu cyklowego, czyli
wypisaé cykle permutacji, jak zrobiliémy to powyzej: [1,6,4],[2],[3, 5]. Zapis

ten nie jest jednak jednoznaczny (np. [5, 3], [2], [4, 1, 6] odpowiada tej samej
permutacji), ponadto wymaga dodatkowych nawiaséw, ktére powiedza nam,
gdzie cykl sie konczy, a gdzie zaczyna. Natomiast superzapis jest pozbawiony
wszystkich tych wad i ma same zalety. Dlatego jest naprawde super.

Aby skonstruowaé superzapis, sprébujmy ujednoznacznié¢ zapis cyklowy. W tym
celu na poczatku kazdego cyklu ustawmy jego najmniejszy element. Dla naszej
przyktadowej permutacji dostajemy cykle [, 6,4], [2] oraz [3, 5]. Standardowo
uszeregowalibyémy te cykle wedtug tych najmniejszych elementéw rosnaco.
Bedziemy jednak sprytniejsi (musimy w konicu ratowaé swdj honor po tym,

jak bezsensownie zatrzasneliémy sobie klucze. .. ) i uszeregujemy je wedlug
najmniejszych elementéw malejaco. Uzyskamy wtedy [3, 5], [2], [1, 6, 4]. Okazuje sie,
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Kluczowa obserwacja: nowe cykle

W superzapisie zaczyna zawsze element
mniejszy niz wszystkie poprzednie
elementy. Powyzszy rysunek ilustruje
superzapis (3,5,2,1,6,4) (niestety, brak
mu metrum).

Formalnie, superzapis zdefiniowaé
mozemy jako bijekcje f na zbiorze
wszystkich permutacji {1,...,n}.
Dla n = 3 mamy na przyktad:

£(1,2,3) = (3,2,1), f(1,3,2
F(2,1,3) = (3,1,2), £(2,3.1
F312) = (1.3,2), (32,1

Czy Dociekliwy Czytelnik, korzystajac

z superzapisu, bedzie potrafil obliczyé
prawdopodobienstwo, ze w losowej
permutacji zbioru {1,...,n} liczba 1 jest
w cyklu z 2, ale nie z 37 Albo ze liczba 1
jest w cyklu dlugosci k7

ze w tym zapisie mozemy pozby¢ si¢ nawiaséw! Dostajemy ciag (3,5,2,1,6,4),
i on jest wlasnie superzapisem!

Zastandéwmy sie, czemu mozemy pozby¢ sie nawiasoéw. Popatrzmy na nasz ciag.
Pierwszy cykl zaczyna sie od 3. Potem jest 5. Skoro 5 jest wieksze niz 3, to nie
moze zaczynaé¢ nowego cyklu, bo poczatek kolejnego cyklu musi by¢ mniejszy niz
poczatek obecnego. Potem widzimy 2 — skoro 3 bylo najmniejszym elementem
w swoim cyklu, to znaczy, ze 2 musi by¢ w innym cyklu. Pierwszy cykl to zatem
[3,5]. Po 2 mamy 1, ktére nie moze by¢ w cyklu z 2. A wiec drugi cykl to [2].
Od 1 zaczyna si¢ ostatni cykl, ktérego nic juz nie przerwie, bo nie znajdziemy
nic mniejszego. Ostatni cykl to zatem [1,6,4]. OdczytaliSmy, jakie sa cykle,

a zatem wiemy, jaka to permutacja. Superzapis jest wiec odwracalny — kazdemu
superzapisowi odpowiada dokladnie jedna permutacja. Super!

Wréémy jednak do naszego pytania: jakie jest prawdopodobienstwo, ze

w kazdym cyklu jest przynajmniej jedna ze skarbonek 1,2, ..., k7 Popatrzmy
na pierwsza liczbe w superzapisie. Jezeli jest ona wieksza niz k, to znaczy, ze
istnieje cykl, w ktérym najmniejszy element jest wickszy niz k. W takiej sytuacji
nie uda nam sie otworzy¢ wszystkich skarbonek. Jezeli z kolei pierwsza liczba
jest mniejsza badz réwna k, to znaczy, ze w kazdym cyklu jest taka liczba (bo
najmniejszy element w kazdym cyklu jest < k). I wtedy nam sie uda.

Pozostaje stwierdzi¢, ile jest permutacji, ktére w swoim superzapisie maja

na pierwszej pozycji liczbe 1,2, ..., k? Dla kazdej liczby — takze wiekszej

niz k — jest ich tyle samo, czyli 1/n wszystkich. Wynika to z tego, ze

superzapis jest odwracalny, czyli jeden superzapis odpowiada jednej permutacji.
Prawdopodobienstwo, ze na pierwszej pozycji w superzapisie jest liczba
mniejsza badZ réwna k, jest wiec réwne dokladnie k/n. I to jest wlasnie
prawdopodobienstwo tego, ze uda nam sie otworzy¢ wszystkie skarbonki.

Okazalo sie, ze klucz do rozwiazania nie chowal sie¢ w skarbonkach, a byl na
pierwszej pozycji w superzapisie.

m Zadania

Przygotowat Dominik BUREK

M 1699. Liczba naturalna wieksza niz 10° daje te same reszty przy dzieleniu
przez 40 i przez 625. Jaka moze by¢ cyfra tysiecy tej liczby?
Rozwiazanie na str. 13

M 1700. Kazde pole planszy 100 x 100 jest pomalowane na bialo lub czarno,
przy czym wszystkie pola przylegajace do bokéw planszy sa czarne. Ponadto na
planszy nie ma jednokolorowego kwadratu 2 x 2. Udowodnij, Ze na planszy istnieje
kwadrat 2 x 2 pomalowany ,w szachownice”, tzn. niezawierajacy sasiadujacych
pol w tym samym kolorze.

Rozwiazanie na str. 5

M 1701. W tréjkacie ABC budujemy réwnolegtobok ACDE na zewnatrz
tréjkata. Punkt O jest srodkiem réwnolegloboku, natomiast punkty K i N sa
srodkami odcinkéw AB i BC. Udowodnij, ze proste DK, EN i BO przecinaja
sie¢ w jednym punkcie.

Rozwiazanie na str. 12

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1041. Dwie niewielkie, sferyczne elektrody o promieniu r kazda umieszczono
w jednorodnym, slabo przewodzacym osrodku o oporze wlasciwym p. Odlegltoéé
miedzy elektrodami jest znacznie wigksza od r. Oszacuj wartosé¢ oporu
elektrycznego R miedzy nimi.

Rozwiazanie na str. 10

F 1042. Wartos¢ pola elektrycznego mierzona przy powierzchni Ziemi wynosi
Ep ~ 100 V/m. Na wysokosci 1,5 km nad Ziemia pole elektryczne wynosi

E; ~ 25 V/m. Ile wynosi $rednia gestosé d tadunku elektrycznego atmosfery
w poblizu Ziemi? Przenikalnoéé elektryczna prézni eg ~ 8,85 - 10712 F/m,

a promien Ziemi R ~ 6400 km.

Rozwigzanie na str. 11
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