zestawiaé ze wspOlczesnymi ogromnymi eksperymentami
neutrinowymi.

Okazji do wspdéldziatania réznych rodzajéow
eksperymentow w celu lepszego poznania natury
neutrin w najblizszych latach bedzie duzo wiecej.

W szczegdlnosci twércy eksperymentu FASER planuja
prowadzenie badan przy wykorzystaniu specjalnego
detektora FASERvy umieszczonego tuz przed gléwnym
detektorem FASER. Bedzie on nieco wiekszy niz wyzej
opisane podreczne urzadzenie. FASERv o dlugosci 1 m
umozliwi obserwacje okoto 10* zderzen neutrin z jadrami
atoméw wolframu. Glownym celem eksperymentu jest
bardzo doktadne zmierzenie czestosci i przebiegu tych
proceséw przy energiach neutrin okoto 1000 GeV, dla
ktorych nie zostalo to dotychczas zrobione. W tym
celu zastosowany zostanie nowoczesny detektor
wykorzystujacy emulsje filmowa, ktéry bedzie mogt
niejako robié¢ zdjecia poszczegdlnym zderzeniom

i umozliwi wglad w szczegétowy rozklad ich produktow.

Okazuje sie, ze lepsze zrozumienie procesu produkcji
neutrin w zderzeniach protonéw i ich pdzniejszych
oddzialywan ma tez istotne znaczenie dla rozwiazania
niektérych zagadek zwigzanych z analiza zderzen
wysokoenergetycznych promieni kosmicznych

z atmosfera ziemska, jak réwniez dla naszego rozumienia
oddzialywan silnych wiazacych jadra atomowe (tzw.
chromodynamika kwantowa).

Taki wysokoenergetyczny proton docierajacy z przestrzeni kosmicznej
do Ziemi ma energi¢ E, = 10% GeV i zderza sie ze ,statycznym”
protonem wewnatrz jadra tlenu lub argonu w atmosferze Ziemi.
W uktladzie srodka masy energia tego zderzenia jest opisana zmienng

Mandelstama, s ~ , /2E,m, ~ (14 TeV)?, co odpowiada energii zderzen
w LHC. Pamietamy przy tym, ze 1 TeV = 1000 GeV.

Wyniki eksperymentéw FASER i FASERv beda wiec
mialy wplyw na szereg dziedzin fizyki czastek. Dostarcza

tez one nowych danych dotyczacych fizyki neutrin
taonowych, ktore nieustannie stanowia ogromny bél

glowy dla kolejnych pokolenn eksperymentatoréow. Dosé
wspomnieé, ze od czasu ich pierwszej doswiadczalnej
bezposredniej obserwacji na przetomie tysiacleci

w detektorze DONUT nadal dysponujemy zaledwie
garscia takich zdarzen kiedykolwiek zmierzonych

z duza dokladnoécia oraz dodatkowymi obserwacjami
bazujacymi na zjawisku oscylacji, ktére raportowaly

w pozniejszych latach zespoly eksperymentalne IceCube,
OPERA oraz SuperKamiokande.

Trwaja tez dyskusje nad rozszerzeniem tego programu
badawczego na dalsze lata dzialania LHC. W tym celu
rozwaza sie stworzenie jeszcze wigkszego laboratorium
podziemnego (Forward Physics Facility, FPF), ktory
moglby pomieéci¢ wiecej detektoréw umieszczonych

na linii osi zderzenia wiazki protonéw w LHC. Wsréd
nich znalezé by sie mogta wigksza wersja eksperymentu
FASER, ale tez np. niedawno zaproponowany detektor
FLArE (Forward Liquid Argon Experiment). Mialby
on wykorzystywaé technologie ciekloargonowej komory
projekcji czasowej oraz fotopowielacze zbierajace
pierwszy sygnal zderzenia w detektorze w postaci btysku
(flare) scyntylacyjnego. Taki eksperyment méglby tez
stuzy¢ do bezposredniej detekcji stabilnych lekkich
czastek ciemnej materii, ktére moga by¢ nieustannie
produkowane w LHC, lub tez wykluczy¢ tego typu
scenariusze teoretyczne. Pomimo pandemii w ostatnich
miesigcach zorganizowano juz (zdalnie) dwa duze
miedzynarodowe spotkania fizykdéw zainteresowanych
rozbudows tego programu badawczego w LHC.
Wykonano tez szereg wstepnych prac inzynieryjnych

w celu doktadnego zaplanowania nowego laboratorium
i oszacowania kosztow jego budowy. Obecne szacunki
opiewaja na okolo 0,5-1% kosztéw budowy LHC.

I tak na naszych oczach rodzi sie catkiem nowy kierunek
badawczy w LHC, co w tym przypadku ma znaczenie
niemal dostowne.

Ciagi Dolda i punkty periodyczne
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Albrecht Dold (1928-2011), wybitny niemiecki matematyk, byl autorem wielu
eleganckich konstrukcji topologicznych. W jego pracy z 1984 roku pojawil sie
pewien specyficzny uklad kongruencji, ktére zajmuja wazne miejsce w teorii

ukladéw dynamicznych i topologii. Okazuje sie, ze idea, jaka lezy u ich podloza,
jest o wiele bardziej uniwersalna. Artykul [2] koniczy sie nastepujaca definicja,
ktéra dla nas stanowi¢ bedzie punkt wyjscia.

Ciag catkowitoliczbowy a = (ay, )nen nosi nazwe ciggu Dolda, jezeli dla wszystkich

n>1

(1)

ZH(D% =0 (mod n).

k|n

Funkcja p wystepujaca w powyzszym wzorze to klasyczna funkcja Mobiusa,
zdefiniowana nastepujaco:

1
p(n) =40
(="

14

jezelin =1,
jezeli n ma dzielnik bedacy kwadratem,
jezeli n jest iloczynem r réznych liczb pierwszych.



Pare stéw o u: funkcja p Mobiusa ma wiele pozytecznych
wtasnoéci. Nietrudno udowodnié¢ na przyktad, ze jesli liczby
naturalne a i b sa wzglednie pierwsze, to p(ab) = p(a)u(b).
Ponadto, jesli n > 1, to Zd\n wu(d) = 0, bowiem jedyne niezerowe
sktadniki sumy po lewej stronie wystepuja dla d bedacych
iloczynami réznych pierwszych dzielnikow n, a liczba takich
iloczynéw parzystej dlugosci jest rowna liczbie iloczynéw diugosci
nieparzystej. Rozwazmy teraz dowolny ciag (an)nen i niech

an = Z{”” ;L( )ad Wéwezas
Sa -y Y (D) 2y Y ()ae_
n(5) €20 30 u

dln dln eld e|ln (d|n: eld)
e|ln (d|n: eld) e|n h|(n/e)

=D e D,
gdzie réwnoéé (a) wynika ze zmiany kolejnosci sumowania, (b) to
podstawienie h = d/e, a (c) jest wnioskiem z uzasadnionego
wezedniej faktu, ze jesli n/e > 1, to Zh\(n/e) n(h) = 0. Zauwazmy

= an7

ponadto, ze jesli pewien ciag (bn)nen spelnia ap, = Z by, to jest

d|n
on jednoznacznie wyznaczony przez (an ), musi by¢ zatem b, = an
stwierdzenie to nosi nazwe wzoru tnwersyjnego Mobiusa.

Na pierwszy rzut oka ciagi Dolda wydaja sie dosy¢
zagadkowe: np. ciag staly jest ciagiem Dolda (co wynika
z jednej z przedstawionych wyzej wlasnosci funkeji p),
ale juz tak prosty ciag, jak ¢ = (1,2,3,...), nim nie jest,
gdyz juz dla n = 2 nie spelnia wymaganych kongruencji:
Co — C1 ;é 0 (HlOd 2)

Okazuje sie, ze ciagi Dolda maja Scisty zwiazek

z punktami stalymi iteracji odwzorowan. Oznaczmy
przez Fix(f) liczbe punktéw stalych odwzorowania f,
przeprowadzajacego pewna przestrzen X w siebie.
Wéwczas, niezaleznie od odwzorowania, ciag
(Fix(f"))nEN jest ciggiem Dolda! Podamy za chwile
dowdd tej niebanalnej obserwacji. Zacznijmy od kilku
podstawowych definicji i faktéw. Punkt periodyczny x
o okresie minimalnym n to taki punkt, ze f"(z) = z,
ale dla 1 <k <n f¥(z) # 2. Zdefiniujmy zbiér

O(z) = {z, f(x), f?(x),...} obejmujacy wartosci kolejnych
iteracji f w punkcie z, zwany orbita punktu z. Orbity
punktéw periodycznych o okresie minimalnym n
(n-orbity) sa skoriczone i maja n elementéw. Co wigcej,
nietrudno zauwazy¢, ze dwie orbity albo sie pokrywaja,
albo sa roztaczne.

Zalbézmy teraz, ze zbiér punktéw statych odwzorowania
™ jest skoriczony. Kazdy punkt z danej orbity O(z)

o okresie minimalnym k wraca do siebie dopiero po

k iteracjach. Zatem pojedyncza k-orbita generuje albo
k (jesli k | n), albo 0 (jesli k 1 n) punktéw statych
odwzorowania f".

Oznaczajac przez L(k) liczbe orbit o okresie
minimalnym k&, otrzymujemy:

(2) Fix(f™) = Z L(k
k|n
Stosujac wzér inwersyjny Mobiusa do formuly ,

otrzymujemy:
3) Ln)-n =" u(3 ) Fix(fh).
k|n

Widzimy zatem, ze lewa strona powyzszej réwnosci jest
podzielna przez n, zatem prawa strona takze, a wiec
rzeczywiscie (Fix(f")), _ jest ciagiem Dolda.
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Aby dodatkowo utrwali¢ wprowadzone pojecia,
wyprowadzmy wzor bez odwolywania sie do

wzoru inwersyjnego Moébiusa, na pewnym prostym
przykladzie. Rozwazmy n = 6 i pewna funkcje f: X — X
o skonczonym zbiorze punktéw okresowych. Sprobujmy
wyrazié¢ liczbe punktéw o okresie minimalnym 6 poprzez
punkty state f* dla 1 < k < 6. Z Fix(f%) musimy pozby¢
sie liczby punktéw o mniejszych okresach minimalnych,
dzielacych 6, czyli 1,2, 3, ale z drugiej strony wyrzuciliSmy
troche zbyt duzo, bo Fix(f?) i Fix(f3) zliczaja

takze Fix(f), musimy zatem przywrécié wyrzucone
dwukrotnie Fix(f). Mamy:

L(6)-6 =
= Fix(f%) — Fix(f) = Fix(fQ) — Fix(f%) + 2Fix(f) =
= Fix(f°) - Fix(f?) - Fix(f*) + Fix(f) =
= Fix(f"),
-2l )

Podsumowujac, kongruencje Dolda wynikaja z faktu,
ze suma po prawej stronie wzoru , dzieki zasadzie
ywlaczen i wylaczen”, redukuje sie do liczby orbit
n-elementowych pomnozonych przez n.

Macierze i ich iloczyny.

Macierzqg liczb wymiaru n X m nazywamy po prostu tabelke

o n wierszach i m kolumnach, wypelniong liczbami. Aby zdefiniowaé
iloczyn dwéch macierzy, wygodnie jest najpierw przypomnieé, czym
jest iloczyn skalarny dwoch wektoréw tej samej dlugosci — jest to suma
iloczynéw odpowiadajacych wspoélrzednych. Dla przyktadu, iloczyn
skalarny wektoréw [1,2,3]1[7,5,—2] to 1-7+2-5+3-(—2) = 11. Jesli
macierz A ma tyle kolumn, ile macierz B ma wierszy, to iloczyn A - B
definiujemy jako macierz, ktéra na miejscu (4, j), czyli w i-tym wierszu
i j-tej kolumnie ma 1loczyn skalarny i- tego wiersza macierzy A i j-tej
kolumny macierzy B. Na przyklad w macierz A? ma na miejscu
(1,2) liczbe 6, gdyz jest to iloczyn skalmny 1. wiersza i 2. kolumny
macierzy A.

Inna, doéé¢ zaskakujaca, cecha ciagéw Dolda jest ich
zwiazek z macierzami kwadratowymi. Zacznijmy od
prostego rachunku na pewnej macierzy A o wymiarze

2 x 2 i jej kwadracie:

) A= [? ;] A% = E 161]'

Obliczmy teraz tr A2 — tr A, gdzie ,,tr” jest $ladem
macierzy kwadratowej, tzn. sumg elementéw lezacych
na jej gtéwnej przekatnej. W naszym przypadku

tr A2 —trA =13 -3 =10 =0 (mod 2). Zatem dla ciagu
(tr A™),,en kongruencje Dolda sa spelnione dla n = 2.
Okazuje sie¢ jednak, ze sg one prawdziwe dla dowolnej
macierzy i dowolnego n, czyli ze ciag $ladow dowolnej
macierzy catkowitoliczbowej réwniez jest ciagiem Dolda.

Ten niebanalny fakt, odkrywany wielokrotnie przez
réznych autoréow, ma liczne konsekwencje. Na przyktad
dla dowolnej macierzy o wyrazach calkowitych A i liczby
pierwszej p otrzymujemy:

tr AP = tr A (mod p).
Brzmi jakby znajomo? Rzeczywiscie, otrzymalismy male
twierdzenie Fermata, tylko w bardziej ogdélnej wersji —
dla macierzy (zauwazmy, ze staje sie ono dokladnie tym
twierdzeniem dla macierzy 1 x 1).

Mozna podaé bezposredni dowdd faktu, ze (tr A™),en jest
ciagiem Dolda, ale przekraczaloby to ramy tego artykutu
(dowdd taki znalezé mozna w [4]). Mozliwy jest jednak



@
O=0

Graf skierowany G4 o dwéch

wierzcholkach, odpowiadajacy macierzy A

danej przez réwnanie
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zreczny zabieg (dla macierzy o nieujemnych wspoélczynnikach), ktéry uzasadnia
ten fakt na podstawie zdobytej juz przez nas wiedzy. Pokazemy mianowicie, ze
(tr A™)pen jest ciagiem liczby punktéw stalych iteracji pewnego odwzorowania.

Dla danej macierzy A o wymiarze s X s i wspélczynnikach bedacych liczbami
calkowitymi nieujemnymi rozwazmy graf skierowany G4 o s wierzchotkach,

w ktorym dozwolone sg krawedzie wielokrotne, taki ze z i-tego wierzchotka do
j-tego wierzchotka prowadzi dokladnie Ali, j] krawedzi (przez Ali, j] oznaczamy
liczbe na (i, j)-tym miejscu macierzy A).

W opisanym przez nas przyktadzie macierzy A z réwnania potrzebujemy
dwéch wierzchotkéw, powiedzmy Wy oraz Wo. Z Wi nie ma potaczen do Wy,
ale z Wy do Wy wioda trzy krawedzie. Ponadto z W7 do Wy mamy 2 krawedzie,
a w przeciwnym kierunku jest 1 krawedz.

Wracajac do ogdlnego przypadku, latwo udowodnié¢ indukcyjnie, ze A™[i, j] (tzn.
zawarto$¢ komérki (7, j) macierzy A™) to liczba $ciezek dlugosci n (z dozwolonym
powtarzaniem sie krawedzi) prowadzacych z wierzchotka i do wierzcholka j,
majacych dtugosé n. Rzeczywiscie, dla n = 1 korzystamy z definicji macierzy A,
natomiast dla n > 1 zauwazamy, ze Sciezki dlugoéci n od wierzchotka ¢ do
wierzchotka j mozemy podzieli¢ na n grup: w k-tej grupie sa Sciezki, ktérych
»przedostatni przystanek” to wierzcholek k. Kazda taka Sciezke mozemy
otrzymad, biorac dowolna $ciezke dtugosci n — 1 z i do k (tych jest A"~ [i, k])
oraz dowolng krawedz z k do j (ktérych jest A[k, j]). Zatem w k-tej grupie mamy
A"i, k] - Alk, j] $ciezek, wiec w sumie jest ich >_;_; A" i, k] - Alk, j], co
zgodnie z definicja mnozenia macierzy jest réwne (A"~1 - A)[4, j], czyli A™[i, j].
Stad $lad macierzy A", czyli suma wyrazéw A™[i,1i], bedzie po prostu liczba
Sciezek dhugosci n rozpoczynajacych i konczacych sie¢ w tym samym wierzchotku.

Ustaliwszy ten fakt, mozemy teraz latwo skonstruowaé zadane odwzorowanie.
Rozpatrzmy przestrzen X sktadajaca sie z nieskonczonych $éciezek w grafie G 4,
reprezentowanych jako ciagi krawedzi (ko, k1, k2, . ..) 1 odwzorowanie o : X — X
dane wzorem o(ko, k1, k2, ...) = (k1, ke, ...), ktére mozna interpretowaé jako
przejscie z jednej krawedzi do polaczonej z nig kolejnej krawedzi w grafie G 4.

Punkty state o to $ciezki wykorzystujace tylko jedna krawedz-petle, jak np.
(kwys kws, kwy, - . -) W naszym przykladzie, gdzie ky, oznacza jedna z krawedzi
z Wy do Ws. Liczba takich nieskonczonych $ciezek wychodzacych z danego
wierzchotka o indeksie i jest zatem réwna Ali, i], wiec wszystkich takich
Sciezek jest tr A. Analogicznie, punkty state o™ to $ciezki, ktore przechodza

na siebie w n-tej iteracji. Oznacza to, ze sktadaja sie one z powtdrzen
pewnego cyklu dlugosci n, ale tych jest, jak pokazaliSmy, dokladnie tr A™.
Ostatecznie Fix o™ = tr A", zatem (tr A™),en jako ciag liczby punktéw stalych
odwzorowania o jest rzeczywiscie ciggiem Dolda.

Ciagi Dolda, ze wzgledu na opisane powyzej zwiazki z punktami periodycznymi,
stanowia obiecujacy obiekt badan na pograniczu teorii uktadéw dynamicznych,
topologii i teorii liczb. Definicje ciagéw Dolda mozna uogélni¢ na rézne sposoby.
Jedna z takich prob jest rozpatrywanie ciagéw wieloindeksowanych. Okazuje
sie, ze maja one podobne wlasciwosci do ciagéow klasycznych, a ich opis podany
zostal w pracy nagrodzonej brazowym medalem w Konkursie Prac Uczniowskich
im. Pawla Domaiskiego (2019) [3].

Na koniec ciekawy problem, niejako odwrotny do rozpatrywanego na poczatku
artykutlu. Czy dowolny ciag Dolda (ay)nen sktadajacy sie z nieujemnych liczb
calkowitych da sie przedstawi¢ jako ciag liczby punktéw stalych pewnego
odwzorowania f : X — X7 Latwo jest odpowiedzie¢ na to pytanie twierdzaco,
jesli nic nie zakladamy o odwzorowaniu f ani o przestrzeni X. Problem staje sie
jednak otwarty, jesli zazadamy dodatkowych warunkéw, np. zalozymy, ze X jest
rozmaitodcia, a f jest gladkie. O szczegdlach zwiazanych z tym zagadnieniem,
jak réwniez o wykorzystaniu ciagéw Dolda w réznych obszarach matematyki
poczyta¢ mozna w [I].
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