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Pascal ktania sie Fibonacciemu
Piotr CHRZASTOWSKI-WACHTEL*

Kiedy Blaise Pascal odkrywal wladciwosci ,,swojego” tréjkata, nie nazywal

go oczywiscie ,trojkatem Pascala”. W dziele Traité de triangle arithmétique
udowodnil 13 faktéw o tym zadziwiajacym obiekcie, przy okazji wprowadzajac
dwa niezwykle wazne dla matematyki pojecia. Po pierwsze uzywal indukcji
matematycznej jako metody dowodu, bodaj jako pierwszy w historii. Mozna

go zatem uznaé za odkrywce tej bezcennej metody dowodzenia. Po drugie
pokazal, ze liczba podzbioréw k-elementowych zbioru n-elementowego znajduje
sie w n-tym wierszu i k-tej kolumnie tego tréjkata. To drugie spostrzezenie byto
podstawa powstajacej w jego glowie teorii, o czym pisal w listach wymienianych
z Pierrem Fermatem, ktéra historycy matematyki uznajg za poczatek rachunku
prawdopodobienstwa.

Trojkat Pascala powstaje, gdy na nieskonczonej planszy, podzielonej na
kwadraty wypelnione zerami, w jednym z pél wpiszemy jedynke. Ta jedynka
bedzie stanowié lewy-gérny rég tabeli, ktéra utworzymy, wypelniajac ja

w doét i w prawo wedlug nastepujacej zasady. Kazde pole musi by¢ suma
dwdch elementéw: tego, ktory stoi nad nim, oraz jego lewego sasiada. Ta
pierwsza jedynka jest w wierszu zerowym i kolumnie zerowej. Numery wierszy
rosng w dot, a kolumn w prawo. Mozemy przyjacé, ze kolumny na lewo od tej
jedynki numerujemy liczbami ujemnymi, tak samo jak wiersze powyzej niej.
Jesli oznaczymy przez C(n, k) zawartosé k-tej kolumny w n-tym wierszu, to
C(n,k) =0, jesli k < 0 lub n < 0 lub k& > n. Dodatkowo z definicji C(0,0) =1,
a dla pozostalych wartosci n, k (czylin > 0,0 < k < n) zachodzi zwiazek:

(%) C(n,k)=C(n—1,k—1)+C(n—1,k).

Tabela wartosci C'(n, k) tworzy tréjkat Pascala (tab. 1). Pascal zaobserwowal,
ze W n-tym wierszu i k-tej kolumnie tabeli musi pojawié¢ sie liczba wyboréw
k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego, oznaczana zwyczajowo
jako (Z) Zaczal od C(n,0) = 1 — pusty zbiér mozemy wybraé na jeden sposob.
Dla n > 0,k > 0 przeprowadzil nastepujace rozumowanie. Nasz zbidr jest niepusty,
wiec ma przynajmniej jeden element, nazwijmy go a. Wtedy w tworzonym
k-elementowym podzbiorze albo a si¢ znajduje, i wtedy pozostatych k — 1
elementach wybieramy na C(n — 1,k — 1) sposob6w, albo ¢ w nim nie ma,

a wtedy taki k-elementowy podzbiér musimy utworzyé¢ z pozostalych n — 1
elementach, a tych jest C(n — 1,k), co koficzy uzasadnienie réwnosci C(n, k) =
().

Do trojkata Pascala jeszcze wrocimy, a tymczasem zmienimy delikatnie temat.
Na maturze rozszerzonej w roku 2018 pojawito sie zadanie, ktére sprawilo
klopot wielu maturzystom. Zadanie to sprowadzalo si¢ do wyznaczenia

liczby mozliwych ustawien trzech zer i pieciu jedynek w ciag tak, aby zadne
dwa zera nie sgsiadowaly ze soba. Pierwsze rozwigzania, ktore pojawity

sie w Internecie, byly dos¢ siermi¢zne: bazowaly na zmudnym przeliczaniu
wszystkich przypadkéw — gdy pierwsze zero jest na pierwszej pozycji od lewej,
gdy jest na drugiej pozycji od lewej itd. Takie rozwiazanie nie zadowalato
ambitnych uczniéw: nie pokazywalo istoty rozwiazania i nie uogdlnialo si¢ dla
wiekszych liczb zer i jedynek.

Sprébujmy rozwiazaé to zadanie w sposéb systematyczny, a przy okazji
poznamy site pewnej metody, ktora zaskakuje swojg uniwersalnoscia. Podejscie
to charakteryzuje si¢ nastepujacym sposobem myslenia. Jesli nie wiesz, jak
rozwiazaé¢ dane zadanie kombinatoryczne dla konkretnych danych, uogdlnij je

i zastanéw sie nad dwoma pytaniami:

o (Czy potrafisz to zadanie rozwigza¢ dla malych wartosci danych?
e Czy potrafisz z rozwiazan dla mniejszych warto$ci wygenerowaé wzér dla
wiekszych?

Jesli odpowiedz na oba pytania jest pozytywna, to w zasadzie masz juz gotowy
algorytm postepowania. Algorytm ten za pomoca odpowiednich technik
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Rozwigzanie zadania M 1696.
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Przy okazji zauwazmy, ze jesli przyjrzymy

sie gérze tabeli dla T'(n, k), to

dostrzezemy, ze (zachowujac rekurencyjng

zalezno$¢) mozna wrecz zaczaé wiersz

wyzej, od n = —1, z wartosciag poczatkowa

T(—1,0) = 1. Wtedy wazigcie zera
pluszakéw z potki, na ktérej jest
—1 pluszakéw, tez mozna by bylo

wykonaé¢ na 1 sposéb. No, moze nie tak
zupelnie serio, ale formalnie wszystko si¢
zgadza. Zauwazmy tez, ze jesli na pdlce
sg —2 pluszaki lub mniej, to nie uda si¢

nam juz wziaé zera pluszakéw.

algebraicznych mozna czesto przekué¢ w ogdlny wzdr, co zreszta sprébujemy
w tym przypadku zrobié¢. Metoda ta, zwana rekurencyjna, jest zaskakujaco
skuteczna, a techniki rozwigzywania réwnan rekurencyjnych to fascynujacy
fragment algebry.

Moze, zeby nam si¢ sympatyczniej rozmawialo, przeformutujmy troche nasze
zadanie. Na pélce mamy n pluszakéw posadzonych rzedem, jeden obok drugiego.
Na ile sposobéw mozna wybraé¢ sposrdd nich k pluszakéw tak, aby zadne
wybrane pluszaki nie byly sasiadami? Jesli kazdego wybranego pluszaka
oznaczymy przez 0, a kazdego niewybranego przez 1,todlan=81k =3
otrzymamy nasze maturalne zadanie.

Oznaczmy przez T'(n, k) liczbe mozliwych wyboréw k niesasiadujacych pluszakéw
spoérod n. Pierwsza obserwacja: k nie moze by¢ zbyt duze, zeby istnial cho¢
jeden wybor; nie moze przekraczaé "7*1 Druga: zaden ze znanych szkolnych
schematow kombinatorycznych raczej nie pasuje.

Z malymi k nie ma klopotéw. Zero pluszakéw mozna wziaé na jeden sposéb:
niczego nie bra¢. To dziata nawet dla n = 0, czyli dla dowolnego n > 0 mamy
T'(n,0) = 1. Podobnie szybko dojdziemy do wniosku, ze dla k =11 n > 0 zachodzi
T(n,1) = n. Klopot zaczyna sie dla k > 1, gdyz tam pojawia sie niewygoda

z sasiadami, ktérych braé¢ nie wolno. Jedlin > 2 i k > 1, to mozemy dostaé

w miarg prosty wzor rekurencyjny. Zauwazmy, ze albo wezmiemy pierwszego
pluszaka, albo nie. Jesli weZzmiemy, to musimy pozostalych k — 1 pluszakow wziaé
sposréd n — 2 pozostalych, bo drugi pluszak jest sasiadem pierwszego, a takich
wybordw jest T'(n — 2,k — 1). Z kolei, jedli nie zdecydujemy sie na pierwszego
pluszaka, to k pluszakéw musimy wzia¢ sposréd pozostaltych n — 1, a takich
wyboréw jest T'(n — 1, k). Mamy wigc réwnanie rekurencyjne:

T(n,0)=1; T(1,1)=1; T(nk)=0dlak> 2
Tnk)=Tn—2,k—1)+T(n—-1,k) dlan>2k>1.

To réwnanie jest bardzo podobne do réwnania @, definiujacego tréjkat Pascala.
W tréjkacie Pascala, aby otrzymaé w danej komorce wartosé, dodajemy to, co
jest nad nia, do tego, co jest ukosem po lewej. W przypadku pluszakéw do tego,
co jest nad nia, dodajemy warto$¢ o dwa wiersze wyzej i jedna kolumne w lewo —
taki ruch jak konika szachowego. Jesli wypiszemy warto$é¢ dla T, to zauwazymy,
ze faktycznie dostajemy liczby wystepujace w tréjkacie Pascala, tylko zapisane
przekatnymi (tab. 2).

Mamy zatem T'(n, k) = C(n — k + 1, k). Dow6d tego jest natychmiastowy
przez zauwazenie odpowiednio$ci réwnan rekurencyjnych definiujacych te dwie
wartoéci. Czy mozna jakos intuicyjnie wyttumaczyé¢ ten w miare prosty wynik?

Zauwazmy, ze mozemy odwrocié¢ sytuacje: Zamiast zabieraé k pluszakéow
sposréd n, mozemy przyjrzeé sie, ktore pluszaki zostaly. Kazdego brakujacego
pluszaka moéglby zglosié jego prawy sasiad. No moze nie kazdego, bo skrajnie
prawy pluszak nie ma prawego sasiada. Dolaczmy zatem do naszej pluszowej
kolekeji dodatkowego pluszaka (to jest ta jedynka z wyrazenia n — k + 1). Robimy
teraz tak: usuwamy k pluszakéw, a nastepnie pytamy, ktore k spoérod n — k + 1
tych, ktére pozostaly, chca wstawié sobie jednego lewego sasiada. Kazdemu
wyborowi takich k£ odpowiada dokltadnie jedno z rozwiazan zadania tworzacych
tacznie T'(n, k) mozliwosci. A takich wyboréw jest oczywiscie ("jﬁ“).

Dobrze, ale co z tytulowym uklonem Pascala w strone Fibonacciego?

I gdzie w tym wszystkim nasze zadanie? Zanim odpowiemy na te pytania,
przypomnijmy, ze ciag Fibonacciego to ciag (Fy,)n>0, W ktérym Fy =0, F; =1
oraz F,, = F,_1 4+ F,,_5 dla n > 2. Wysumujmy teraz wartosci znajdujace

sie w wierszach tabeli T'. Okaze sig, ze dostaniemy kolejno 1,2,3,5,8,13...,
czyli kolejne liczby Fibonacciego, poczynajac od Fy. Oczywiscie mogliby$my
udowodnié¢ indukcyjnie ten niespodziewany fakt, bawiac sie z symbolami
dwumianowymi. Przedstawimy jednak dowéd kombinatoryczny. Co to jest suma
n-tego wiersza w tabeli 77 Po prostu liczba sposobéw, na ktére mozna z potki
z n pluszakami wzia¢ pewna ich liczbe tak, aby nie bra¢ sasiadow. Ile jest takich
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i Zadania

sposob6w? Oznaczmy te liczbe przez S(n). Widaé, ze S(0) =1,5(1) = 2. W tym
drugim przypadku albo bierzemy jedynego pluszaka, i to jest jeden sposob,
albo nie bierzemy. A co dla wigkszych n? Widaé, ze dla n > 2 albo wezmiemy
pierwszego z lewej pluszaka, i wtedy nie wolno nam wziaé drugiego, zatem

z pierwszym pluszakiem mamy S(n — 2) sposobdéw, albo nie weZmiemy go,

i wtedy pluszaki mozemy braé¢ dowolnie sposréd pozostatych n — 1, wiec bedzie
sposobdéw S(n — 1). Lacznie S(n — 2) + S(n — 1), a to jest przeciez rekurencja
ciagu Fibonacciego, ktéry ma tylko inny poczatek. Mamy zatem zaleznosé

S(n) = Fy42 i udowodniony wzér*

- () () ()0 () e

Ostatni wzér mozna zapisa¢ w prostszej formie:

5 <nkk) o

k
gdzie sumowanie rozciaga sie po wszystkich liczbach caltkowitych i tylko
dla pewnej skonczonej liczby indeksow skladniki sumy sa rézne od zera.
W oryginalnym tréjkacie Pascala wartosci wchodzace w sktad powyzszej sumy sa
jakby pochylone. .. Uklon Pascala w kierunku Fibonacciego.

Przygotowal Dominik BUREK

M 1696. Czy istniejg takie liczby catkowite dodatnie a, b oraz n, ze
n?<a®<b® < (n+1)%?
Rozwigzanie na str.

M 1697. Pokazaé, ze kazda liczbe catkowita dodatnia mozna zapisaé jako
réznice dwoch liczb catkowitych dodatnich, ktére maja taka sama liczbe
dzielnikow pierwszych, np. 2 = 12 — 10.

Rozwigzanie na str. 17

M 1698. Rozstrzygnaé, czy szeScian o krawedzi 100 mozna podzieli¢ na
prostopadtoéciany o wymiarach 1 x 1 x 51 i1 x 1 x 53.
Rozwiazanie na str. 17

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1039. Filmowcy amatorzy postanowili wzbogacié¢ swoj film o scene katastrofy
kolejowej, w ktorej pociag spada z wysokiego mostu. Dysponuja jednak jedynie
dokladnym modelem pociagu w skali 1 : k oraz potrafia zbudowaé, w tej

samej skali, makiete mostu i okolicznych gér. Ile klatek na sekunde powinna
rejestrowaé ich kamera, zeby film odtwarzany standardowym projektorem,
wyswietlajacym f = 24 klatki filmu na sekunde, realistycznie przedstawial ruch
spadajacego pociagu?

Rozwiazanie na str. 4

F 1040. Suche powietrze to w 78% azot, 21% tlen i w okolo 1% argon. Ile
wynosi stosunek gestosci powietrza suchego i mokrego w temperaturze 20°C
pod standardowym ci$nieniem atmosferycznym p ~ 10° Pa? Przyjmij, ze para
wodna zawarta w mokrym powietrzu jest para nasycona. W temperaturze 20°C
ciénienie pary nasyconej wody wynosi p, &~ 2,3 - 10® Pa. Dane dotyczace mas
atomowych i czasteczkowych nalezy znalezé w powszechnie dostepnych Zrodtach.
Rozwiazanie na str. 4
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