Klub 44 F Zadania z fizyki nr 730, 731

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

730. Dwie soczewki, skupiajaca i rozpraszajaca, tworza uklad o wspélnej osi
Ll optycznej (rys. 1). Odlegtosé miedzy soczewkami b =4 cm. Uklad daje rzeczywisty
[ obraz przedmiotu znajdujacego sie w odleglosci a = 6 cm od soczewki skupiajacej.
Powigkszenie obrazu P = 4. Obraz powstal na ekranie umieszczonym w odleglosci
Termin nadsylania rozwigzan: 31 III 2022 ¢ = 4 ¢m od soczewki rozpraszajacej. Znalezé ogniskowe obu soczewek.

731. Dwa punkty materialne o jednakowych masach m oddzialuja ze soba
+ grawitacyjnie. W chwili poczatkowej jeden punkt spoczywa, drugi zbliza sie
do niego z nieskoriczonosci z predkoscia v, a parametr toru wynosi ¢ (rys. 2). Na

a . . .. /. .. .
b jaka najmniejsza odleglosé zbliza sie te masy?
Rys. 1 . . ,
Y Rozwigzania zadan z numeru 9/2021
Przypominamy tresé¢ zadan:
m v 722. W skrzyni ciezaréwki lezg trzy jednakowe bale (rysunek 3). Skrzynia nachylona jest do
;7 77777777 poziomu pod katem «. Dla jakich wartosci kata « uklad bali pozostaje w stanie rownowagi? Tarcie
zaniedbujemy.

723. Czastka relatywistyczna o masie m i energii kinetycznej Ej zderza si¢ niesprezyscie z taka

Rys. 2 samyg czastka spoczywajaca. Znalezé maksymalng energie AE, ktéra moze by¢ wykorzystana do
wytworzenia nowych czastek. Rozwazyé przyblizenie nierelatywistyczne, gdy Ej < mc?, oraz
ultrarelatywistyczne, gdy Ej >> mc?.

722. Maksymalna warto$é¢ kata «, dla ktérej mozliwy jest stan réwnowagi, wynosi /6.

lg Dla katéw wiekszych prosta, wzdtuz ktérej dziala sita ciezkosci dziatajaca na gérny bal,
przechodzi z lewej strony punktu podparcia o nizszy lewy bal, i bal gérny spadnie.

Rozwazmy sytuacje, gdy kat jest mniejszy od wartosci minimalnej, dla ktérej mozliwy

Rys. 3 jest stan réwnowagi. Aby zapobiec rozjechaniu sie dolnych bali, podpieramy je sitg F'
przytozona do dolnego prawego bala wzdluz prostej taczacej srodki dolnych bali.
Praca tej sity podczas bardzo malego i powolnego przemieszczania prawego dolnego

YA Az bala réwna jest zmianie energii potencjalnej uktadu, poniewaz tarcie nie wystepuje.

T Ay Rysunek 4 (obrécony dla wygody o kat « zgodnie ze wskazéwkami zegara) przedstawia

trojkaty taczace srodki bali przed i po przemieszczeniu. Na poczatku trojkat byt

réwnoboczny i oznaczyliSmy dlugo$é jego boku przez a. Po przemieszczeniu $rodek

A F gérnego bala obnizyl sie o Ay i przesunal w prawo o Az, lewy dolny bal pozostal
y RPN x w miejscu, a prawy przesungl sie¢ w prawo o 2Az. Uwzgledniajac, ze sity ciezkosci Q
Qe 2w na naszym rysunku tworza z osia y kat o, mozemy zapisa¢ zmiane energii potencjalnej
w postaci:

AE, =Qcosa-Ay+ Qsina- Az + Qsina - 2Azx.
Sita F' wykonuje przy tym prace AW = —F - 2Az, stad

—F-2Az =Qcosa- Ay + 3Qsina - Az. (*)
Aby wyznaczy¢ sile F', musimy znalezé zwiazek miedzy Az i Ay. W tym celu wyrazimy
je przez zmiane kata 8. W uktadzie wspélrzednych na rysunku 4 wspotrzedne
wierzchotka tréjkata przed przemieszczeniem sg réwne x = acos 3, y = asin 3, stad
dla malych przyrostéw AS otrzymujemy Az = a(cos(8 + AB) — cos B) = —asin A,
Ay = acos BAS. Podstawiajac to do (%) i uwzgledniajac, ze 8 = m/3, otrzymujemy

F = Q(cosa/V3 — 3sina)/2.

Gdy tga < 1/3v/3, to sita F' > 0, i bale musza byé podtrzymywane. Ostatecznie uktad
bali pozostanie w réwnowadze, gdy 1/3v3 < tga < v/3/3.

723. Oznaczmy przez M calkowita mase ukladu po zderzeniu. Przy danym pedzie
uktadu masa ta jest najwieksza, gdy wszystkie czastki leca w tym samym kierunku

z tymi samymi predkosciami. Energia, ktéra mozna wykorzysta¢ do wytworzenia
nowych czastek, wynosi AE = Mc? — 2mc?. Ped ukladu przed zderzeniem réwny

jest pedowi p; czastki padajacej p* = pt = E7/c® — m?c?, gdzie E; jest energia
czastki padajacej E1 = mc? + Ej. Energia E uktadu przed zderzeniem réwna jest
energii uktadu E’ po zderzeniu E = 2mc? + Ej, = E’. Oznaczajac przez p' ped ukladu
po zderzeniu, mozemy napisaé p'? = E'?/c? — M?c* = ((2mc® + Ex)/c)® — M.

7Z zasady zachowania pedu p? = p'?, zatem M? = 4m?(1 + Ey/2mc?), AE =

2mc*(y/1 + Ex/2mc? — 1).

W przypadku nierelatywistycznym Ex < mc? i mozemy skorzystaé ze wzoru
V1+z~1+2z/2dlaz < 1. Otrzymujemy wynik AE = FEj /2, czyli co najwyzej
potowa energii kinetycznej padajacej czastki moze zostaé¢ zamieniona na energie
spoczynkows powstajacych czastek. W przypadku ultrarelatywistycznym Ej > mc?,
stad AE = v/2mc2Ey. Czeé¢ energii kinetycznej AE/Ey, ktérag mozna wykorzystaé do
utworzenia nowych czastek, maleje wraz ze wzrostem tej energii.
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Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 833, 834

Redaguje Marcin E. KUCZMA

833. Trzy niewspdiliniowe punkty C, E, G leza wewnatrz kola ograniczonego

1-44

okregiem €, ktory przecina prosta CE w punktach B, F'; prosta CG —
w punktach A, I; prosta EG — w punktach D, H; oznaczenia ustalone sa tak,

by na kazdej z tych trzech prostych cztery nazwane punkty lezaly w porzadku

Termin nadsytania rozwigzan: 31 III 2022

alfabetycznym. Tréjkat krzywoliniowy ABC posiada okrag wpisany, styczny

do odcinkéw AC, BC oraz styczny w punkcie K do tuku AB okregu €.
Analogicznie, okregi wpisane w figury DEF i GHI sa styczne do okregu 2
odpowiednio w punktach L i M. Udowodnié¢, ze proste CK, EL, GM maja

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M punkt WSpéhly.
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
823 (WT = 2,55) i 824 (WT = 1,44)

z numeru 6/2021

(ah az,as, ..
Fukasz Merta Krakéw 44,45
Piotr Kumor Olsztyn 44,08
Blazej Zmija Krakéw 40,50
Janusz Olszewski Warszawa 39,34
Kacper Morawski Warszawa 37,16
Witold Bednarek §L6dz 36,36
Adam Woryna Ruda S1. 36,14
Pawel Najman Krakéw 34,25

Linie 44p. przekraczajg panowie: Lukasz
Merta po raz drugi; Piotr Kumor po raz
pietnasty.

Tomasz Ordowski.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2021
Przypominamy tres¢ zadan:

825. Dany jest graf wazony G majacy n wierzchotkéw; n > 4. Kazde
dwa wierzcholki lgczy co najwyzej jedna krawedz (niezorientowana).
Kazdej krawedzi przyporzadkowana jest jej waga: liczba rzeczywista
rézna od zera. Okres§lamy migniecie wierzchotkiem jako jednoczesnag
zmiang znaku wszystkich krawedzi wychodzacych z tego wierzchotka.

Zakladamy, ze zaréwno w grafie G, jak i w kazdym grafie wazonym,
uzyskanym z G przez jednokrotne lub dwukrotne wykonanie operacji
migniecia (na dowolnie wybranym wierzchotku/wierzcholkach) suma
wag wszystkich krawedzi grafu jest liczbg o module 1. Wyznaczy¢ zbiér
wartodci, jakie moze mie¢ iloczyn wag wszystkich krawedzi grafu G.

826. Pieciokat ABCDE jest wpisany w okrag o srednicy AB. Styczne
do okregu w punktach A i D przecinaja si¢ w punkcie F. Boki BC

i CD sa jednakowej dlugoéci; za$ przekatna CE potowi przekatna AD.
Dowiesé, ze proste CE i EF sa prostopadle.

825. Okreslamy walor wierzchotka jako sume wag
wychodzacych z niego krawedzi. Jezeli suma wag wszystkich
krawedzi grafu G wynosi s (s € {1,—1}), to suma waloréw
wszystkich wierzchotkéw wynosi 2s. Migniecie wierzchotkiem,
ktéry ma walor ¢, powoduje zmiane sumy wag krawedzi

z s na s — 2t. Ta nowa suma ma (z zalozenia) znéw by¢
réwna s lub —s. Wobec tego t = 0 lub t = s. Tak wiec kazdy
wierzcholek ma walor 0 lub s. Suma wszystkich waloréw

to 2s. Zatem doktadnie dwa wierzchotki — nazwijmy je:
czerwone — maja walor s; pozostate — zielone — maja walor 0.

Dzieki zatozeniu o ,dwukrotnym mignieciu” mozna to
samo rozumowanie odnie$¢ do grafu uzyskanego w wyniku
mignigcia dowolnie wybranym wierzchotkiem grafu G.
Wniosek:

W1. Zaréwno w grafie G, jak i w kazdym grafie powstaltym
z G przez jednokrotne migniecie, sa dwa wierzchotki
czerwone (o jednakowym walorze réwnym 1 lub —1)
oraz n—2 wierzcholtkéw zielonych (o walorze 0).

Migniecie dowolnym wierzchotkiem nie zmienia koloru tego
wierzchotka (jego walor ulega przemnozeniu przez —1).
Odnotujmy kilka wtasnosci nieco mniej oczywistych:
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834. Poda¢ przyklad takiego nieskonczonego rosnacego ciagu liczb naturalnych
.), ze dla kazdego n > 1 suma

1 1
— ==
aq (07%

zapisana w postaci ulamka nieskracalnego L, /M,,, ma w liczniku liczbe L,
podzielna przez n. Dla znalezionego ciagu (a,) obliczyé sume szeregu

>0 1(1/ay,) lub oszacowaé ja z dotu; to znaczy, wskazaé dowolna liczbe D,
nie przekraczajaca owej sumy. Im wigksza warto$¢ D, tym wyzsza ocena.

Zadanie 834 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktéra przystal pan

W2. Kazda krawedZ wychodzaca z wierzchotka zielonego w
(w grafie G) ma wage +1/2, za$ migniecie jej
przeciwnym koncem powoduje zmiane koloru
wierzchotka w na czerwony.

Jest tak, bowiem jesli taka krawedz ma wage ¢, to migniecie
jej drugim konicem zmienia zerowy walor wierzchotka w o 2¢;
jego nowy walor juz nie jest zerowy, wiec wynosi +1, czyli

w stal sie czerwony; ¢ = +1/2.

W3. Z wierzchotka czerwonego moze wychodzié¢ co najwyzej
jedna krawedz do wierzchotka zielonego.

Gdyby bowiem wychodzity dwie, to migniecie tym
czerwonym spowodowaltoby (w mys$l W2) zaczerwienienie
ich zielonych konicéw; w nowym grafie bylyby juz trzy
wierzchotki czerwone, co (wobec W1) jest zabronione.

W4. W grafie G jest co najwyzej jedna krawedz o obu
koncach zielonych.

Uzasadnienie: w wyniku migniecia dowolnym koncem
krawedzi zielono-zielonej drugi koniec staje sie

czerwony (W2); w nowym grafie nie moze byé trzech
wierzchotkéw czerwonych (W1), wiec wierzchotek, ktérym
migamy, musi by¢ tez polaczony z pewnym wierzchotkiem
czerwonym (aby zmienié¢ jego kolor). Gdyby istnialy dwie
krawedzie zielono-zielone, miatyby tacznie co najmniej trzy
wierzchotki, a kazdy z nich musialby taczyé sie z ktéryms
z dwoéch wierzchotkéow czerwonych. Pewien czerwony bytby
polaczony z dwoma zielonymi, wbrew W3.

Dla dokonczenia rozwigzania rozwazymy dwa przypadki.
Jezeli istnieje w grafie G krawedz o obu koncach zielonych

i wadze ¢ (W2: ¢ = £1/2), to z kazdego z tych koncéw
wychodzi krawedz o wadze —q do wierzchotka czerwonego,

i to nie tego samego (W3). Jednostkowy walor wierzchotkéw
czerwonych wymusza ich potaczenie krawedzia o wadze —g;
innych krawedzi juz nie ma (wlasnosci W3, W4) — pozostale
wierzchotki sa izolowane. Czworobok krawedzi o wagach

q, —q, —q, —q spelnia wymagane warunki. Iloczyn wag
wynosi —q*, czyli —1/16.



Pozostaje przypadek, gdy w grafie G nie ma krawedzi o obu
koncach zielonych. Wtedy wszystkie wierzchotki zielone sg
izolowane; bowiem gdyby z ktéregos wychodzily krawedzie

— z koniecznoéci do obu wierzchotkéw czerwonych, jedna

o wadze —1/2, druga o wadze 1/2 — wéwczas zadna liczba nie
mogtaby by¢ waga krawedzi taczacej wierzchotki czerwone,
dajaca kazdemu z nich walor +1. Tak wiec w tym przypadku
graf G ma tylko jedna krawedz, o koncach czerwonych,

z waga 1 lub —1.

Stad odpowiedz: iloczyn, o ktéry pyta zadanie, moze mieé
jedynie wartosci 1, —1, —1/16.

[Komentarz redaktora Ligi w elektronicznym wydaniu
numeru.|

826. Z podanych zalozen wynika, ze érodek M odcinka AD
lezy na prostej C'E, a srodek N odcinka BD lezy na

prostej OC'. Czworokat MOND jest réwnolegtobokiem; skoro
kat ADB jest prosty, jest to prostokat.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwiagzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
deltalmimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez
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Deltoid AODF, z katami prostymi przy wierzchotkach A, D,
ma okrag opisany. W punkcie M przecinaja sie cieciwy

AD, OF tego okregu, jak réwniez cieciwy AD, C'E okregu

o srodku O. Stad FM - MO = AM - MD =CM - ME.
Dostajemy proporcje MO/MC = ME/MF, ktéra uzasadnia
podobienstwo trojkatéw MOC i M EF. Pierwszy z nich ma
kat prosty przy wierzchotku O, wiec drugi ma kat prosty
przy wierzchotku F; czyli CE | EF, jak nalezalo wykazaé.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

o0sé6b, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.

Odpowiedz na wielkie pytanie o Uczenie Maszynowe i calg reszte

Ksiazka Mini wprowadzenie do modelowania predykcyjnego (tytul oryginatlu The
Hitchhiker’s Guide to Responsible Machine Learning) autorstwa Przemystawa
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7 Bema i Birem

WERsIAR

Przemystaw Biecek | ANNa Kozak
ALEKSANDER ZAWADA

codziennosci.

Biecka, Anny Kozak i Aleksandra Zawady jest krétka, lecz pouczajaca
wycieczka po (jak sam tytul wskazuje) uczeniu maszynowym. Skladaja sie na
nia dwie zrecznie polaczone czedci. Jedna z nich to komiks ($wietne rysunki
A.Z.) przedstawiajacy historie rodzenistwa ,naukodanowcéw” (ang. data
scientist), Bety i Bita (nawiasem piszac, goscili oni na tamach Delty jeszcze
jako dzieci, patrz A12 i|AY7), ktérzy pod presja czasu musza wykorzystaé

swoje analityczne umiejetnosci, aby wspoméc walke z rozprzestrzeniajacym

sie po kraju wirusem. Pojawiajace sie w tej opowiesci pojecia i koncepcje

z zakresu uczenia maszynowego sa dokladnie wyjasniane w ramach przeplatanej
z komiksem czesci drugiej, o bardziej podrecznikowym (w pozytywnym

tego stowa znaczeniu) charakterze. Zawarto w niej réwniez kody w jezyku R,
pozwalajace na samodzielne odtworzenie kolejnych etapéw analizy wykonywanej
przez bohateréw komiksu. Calos¢ obrazowo przybliza skomplikowany proces
wnioskowania z danych, a przynajmniej to, jak powinien on przebiegaé, jesli
chcemy mie¢ zaufanie do jego wynikéw. Warto tu podkresli¢, ze autorzy

sa dobrze zaznajomieni nie tylko z teoria, ale i praktyka data science, co
pozwala wierzy¢, ze przedstawiona przez nich wizja jest bliska ,naukodanowej”

Podkredlmy, ze w tej eskapadzie nie wymaga sie od Czytelnika profesjonalnego,
podroézniczego ekwipunku — otwarty umyst oraz solidne matematyczne
przygotowanie na poziomie szkoly $redniej to z pewnoécia wszystko, czego

Elektroniczng wersje¢ ksigzki mozna
odnalezé na stronie

potrzeba, aby skorzysta¢ z wyprawy. Nie trzeba chyba dodawaé, ze nie

https://betaandbit.github.io/RML/

wystarczy powrocié z takiej wycieczki, aby staé sie ekspertem w ,data science” —
jest to wszak ogromna (i fascynujaca) dziedzina, ktéra moze byé poréwnana do
podrézy tysiaca mil. Wiemy jednak doskonale, ze takie podréze rozpoczynaja sie
od pierwszego kroku... lub zlapania autostopu!

1.R.
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http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/rachunek_prawdopodobienstwa/statystyka/2016/11/25/Jak_szybko_urosne/
http://www.deltami.edu.pl/2021a/02/2021-02-delta-art-01-biecek.pdf
https://betaandbit.github.io/RML/
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