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Matematyczne zoo
Michat MISKIEWICZ

Nauczyciele i wykladowcy nieustannie staraja sie nas przekonaé, ze

w matematyce rozwiazania probleméw cechuja si¢ zaskakujaca elegancja. Przy
czym nie chodzi tu o rozwigzania redagowane przez uczniow — z tymi bywa
réznie — tylko o same obiekty matematyczne, ktore stanowia odpowiedz na
postawione problemy. Zazwyczaj sa one eleganckie, proste w opisie, symetryczne
lub po prostu ,,piekne”. Jak twierdzit Godfrey Hardy: There is no permanent
place in the world for ugly mathematics.

Przykladowo, na plaszczyznie wsrdéd wszystkich figur o obwodzie 27 najwieksze
pole ma koto jednostkowe — i tylko ono, a nie zaden z nieforemnych 123-katow.
Podobnych sytuacji jest duzo i zajmuja one (zreszta slusznie) sporo miejsca
rowniez w Delcie.

Na przekor tym tendencjom chciatbym poprowadzi¢ Czytelnika przez
matematyczne zoo — trzy problemy, ktérych rozwiazania zaskakuja. Czy sa
brzydkie? Raczej nie, ale na pewno inne, niz bySmy sie spodziewali, a w kazdym
razie bardziej skomplikowane. A moze fakt naszego zaskoczenia wynika jedynie
z naszego punktu widzenia, a przedstawione przyklady — podobnie jak stonie

i szympansy, ktére w innym klimacie sa tak zwyczajne jak konie i jeze — bylyby
dla nas naturalne, gdybysmy wiedzieli i rozumieli wiecej?

To samo pytanie mozna zada¢ ogélniej: czy odkrywane przez nas struktury
matematyczne sg proste dlatego, ze matematyka jest prosta, czy sa proste, bo
tylko takie umiemy odkry¢?

Problem Mosera

Na okregu zaznaczamy n punktéw i rysujemy wszystkie cieciwy taczace te
punkty. Jesli nie mamy pecha, zadne trzy cigciwy sie nie przecinaja, co daje
maksymalng mozliwa liczbe obszaréw, na ktére podzielone zostalo kolo. Ile tych
obszarow jest? Zobaczmy:

APISPL,

7“2:2 7“3:4 7“4:8 7“5:16
Liczba obszaréw r,, to kolejno 2,4, 8,16, i odpowiedz narzuca sie sama: r, = 2" 1.

O dziwo dla n = 6 podobny rysunek z szescioma punktami rownomiernie
roztozonymi na okregu daje jedynie 30 (a nie 2° = 32) obszaréw. Oczywiscie
jest to wina trzykrotnego przecigcia w samym $rodku. Ale czy tylko? Czytelnik
moze samodzielnie sprawdzi¢ na rysunku obok, ze po nieznacznej poprawce
obszaréw jest 31, czyli nadal o jeden za mato. Mamy wiec do czynienia z niemila
niespodzianka — zamiast wzorem 7, = 2"~ ! liczba obszaréw wyraza sie mniej
elegancka formuta
n* — 6n® + 23n% — 18n + 24

24 '
Ten problem — po raz pierwszy opisany przez Leo Mosera w 1949 roku — dobrze
pokazuje, jak moze nas zwie$é¢ oczekiwanie prostych odpowiedzi na proste
pytania.

Tn =

Napotkane przez nas zwierze jest jednak egzotyczne jedynie powierzchownie.
Wynik mozna bowiem przedstawié¢ w postaci r, = ("51) + (";1) +...+ ("4_1),
co ttumaczy, dlaczego pokrywa sie z 2"~! dla n < 5, ale nie dla wiekszych n.
Zachecam Czytelnika do samodzielnego wyprowadzenia jednej lub drugiej

postaci wzoru na liczbe obszarow.
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https://www.jstor.org/stable/3219224?seq=1
https://www.jstor.org/stable/3219224?seq=1
https://en.wikipedia.org/wiki/Dividing_a_circle_into_areas
https://oeis.org/A000127

Ulozenie cegiet w stos harmoniczny —
optymalne, jesli w kazdej warstwie ma
by¢ jedna cegla

Bardzo pochyte stosy cegiet

Mamy do dyspozycji stét oraz n identycznych szeSciennych cegiet o krawedzi 1
(jednorodnych, bez tarcia). Zadanie polega na tym, by z cegiel ulozyé na
stole stos, ktory bedzie siegal jak najdalej poza krawedz stolu (w poziomie).
Mozna o tym problemie przeczytaé¢ w artykule Karola Gryszki A7, wraz
z przykladowym ulozeniem cegiel (jak na rysunku). W takiej wiezy gérna cegla
jest wysunieta o 1/2 wzgledem drugiej, druga o 1/4 wzgledem trzeciej itd. —
dolna n-ta cegla jest wysunieta o 1/(2n) poza krawedz stotu. Laczne wychylenie
wynosi

1 1 1 1 1 n—oo

5 <1+2+3—|—...—|—n) ~ 2lnn—>oo7
a wiec moze by¢ dowolnie duze, jesli tylko mamy pod reka wystarczajacy zapas
cegiel. Calkiem imponujace.

Ale czy jest to optymalne utozenie? Jesli umoéwimy sie, ze cegly wolno klaéé
tylko kolejno jedna na drugiej, to okazuje sie, ze tak. Ale w ogdélnoéci da sie
lepiej — dla n = 3,4 tatwo zauwazy¢, ze uzycie niektérych cegiet jako przeciwwagi
wbrew pozorom pozwala uzyskaé wieksze wychylenie. Konstrukcje zilustrowana
ponizej mozna uogolni¢ na dowolng liczbe cegiel i okazuje sie, ze daje to
optymalne rozwigzanie dla n = 1,2,...,19, ale na tym koniec.

|

| |

5-4v2 -
15=4V2 ~ 1,16789 u

>

25
2 ~1,04167

=~ 0,916667

Poréwnanie optymalnych stoséw 3 i 4 cegiel z odpowiednimi stosami harmonicznymi.
Zrédlo: M. Paterson, U. Zwick, Overhang, Amer. Math. Monthly 116 (2009), no. 1

blocks = 20
overhang = 2.32014

Optymalny stos z 20 cegiel.
Zrédlo: M. Paterson, Y. Peres,

M. Thorup, P. Winkler, U. Zwick,
Mazxzimum Owerhang, Amer. Math.
Monthly 116 (2009), no. 9

®Wypada tu uprzedzi¢ Czytelnika, ze dla
zwigzlodci postanowilem przytoczydé
definicje skrojone do potrzeb artykutu,
ktére jednak zawodza w innych
sytuacjach. Poprawne ogélne definicje
omawia Joachim Jelisiejew w | AT,

Paterson i Zwick znalezli numerycznie przyblizone optymalne rozwiazania dla
wszystkich n < 30. Efekt tej optymalizacji dla 20 cegiel mozna podziwiaé¢ na
marginesie. Trudno dopatrze¢ sie jakiejkolwiek symetrii w tej konfiguracji. Kto
by sie spodziewal?

Grupa Monstrum

There’s a thing called the Monster Grup, which is a beautiful, very large symmetrical thing. (...)

There’s never been any kind of explanation of why it’s there and it’s obviously not there just by
coincidence.

John Conway

Ogranicze sie tutaj do pobieznej prezentacji grupy monstrum i jej roli w teorii
grup, a duzo bogatsze omowienie Czytelnik znajdzie w artykule Gabrieli
Majewskiej w A7, Przeglad grup skoriczonych zacznijmy od permutacji — sa

to po prostu bijekcje miedzy ustalonym zbiorem skoniczonym a nim samym. Do
ich zapisu zastosujemy nastepujacy zapis oparty na cyklach. Na przyktad te

sama bijekcje ze zbioru {1,...,6} w niego samego mozna opisaé¢ na dwa sposoby:
1 2 3 45 6
T 11111 o (23546).

1 3 5 6 2 4

Pierwszy sposob tlumaczy sie sam, natomiast drugi oznacza, ze bijekcja ta
przeprowadza 2, 3,5 na 3,5,2 (odpowiednio), 4,6 na 6,4, a elementy pominiete
w zapisie (w tym przypadku 1) pozostawia w miejscu.

Odnotujmy jeszcze, ze permutacje zbioru {1,...,n} mozna skladaé (jako funkcje).
Zbiér wszystkich takich permutacji wraz z dzialaniem skladania (oznaczanym
tu przez *) nazwiemy grupg permutacji Sy. Podgrupg S, nazwiemy natomiast
kazdy podzbiér G C S,, zamkniety na dzialanie sktadania®. Dla przykladu:

o Jesli jako zbiér Z,, przyjmiemy cykl (123...n) wraz ze wszystkimi jego
iteracjami (wielokrotnymi zlozeniami), to powstaly n-elementowy zbiér jest
podgrupa. W przypadku n = 4 jest to zbior

Zy = {(1234), (13)(24), (1432),id }.


http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/zastosowania/2019/06/30/Nieoczekiwane_zastosowania_szere/
https://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1080/00029890.2009.11920907
https://www.tandfonline.com/doi/pdf/10.4169/000298909X474855
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/algebra/2013/04/26/Pojedynek_symetrie_i_potwor/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/algebra/2019/03/28/Grupa/

> Homomorfizm grup A, B to funkcja
f: A — B, ktéra zachowuje dzialanie,
czyli f(a1 * a2) = f(a1) * f(as2) dla
dowolnych aj,as € A.

> Jzomorfizmem grup nazwiemy
homomorfizm bedacy bijekcja zbioréw.
> Grupe C nazywamy rozszerzeniem
grup A, B, jesli A jest izomorficzna

z pewng podgrupg A’ C C oraz istnieje
homomorfizm f: C — B, dla ktérego
f(C) = Boraz f~1({id}) = A

Uwaga @ pozostaje tutaj w mocy!

Przyktad: grupa S,, jest rozszerzeniem
A, i S2, wigc nie jest prosta dla n > 3.
Istotnie, funkcja f: S, — S2
przyporzadkowujaca id permutacjom
parzystym i (12) pozostalym jest

homomorfizmem spetniajacym f(S,) = S2

i {id) = A

Histori¢ i matematyke stojacy za grupa
Monstrum mozna tez poznaé poprzez

filmy w serwisie YouTube: Monster Group
i Life, Death and the Monster na kanale

Numberphile oraz Group theory,
abstraction, and the
196,883-dimensional monster na kanale
3BluelBrown.

e Dla n > 3 podgrupa S, nie jest zbidr wszystkich transpozycji (czyli permutacji
postaci (ab)) wzbogacony o permutacje identycznosciowa. Mianowicie dwie
transpozycje (12), (23) po zlozeniu daja (23) * (12) = (132), co transpozycja
juz nie jest.

e Podgrupa jest za to zbior A,, wszystkich permutacji parzystych, czyli takich,
ktore daja sie przedstawi¢ jako zlozenie parzystej liczby transpozycji. Okazuje
sie, ze stanowi to dokladnie polowe wszystkich permutacji, np. dla n = 4 jest
to

Ayg = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23),
(123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243) }.

Na potrzeby niniejszego wprowadzenia przyjmiemy, ze grupa skonczona to nic
innego jak podgrupa ktérej$ z grup permutacji S,,®

PrzejdZzmy do problemu klasyfikacji grup skonczonych. Na zasadzie analogii
pomyslmy najpierw o klasyfikacji zbioréw skonczonych. Jest ich bardzo duzo,
wiec uméwmy sie, ze dwa zbiory utozsamimy, jesli sa réwnoliczne (czyli istnieje
miedzy nimi bijekcja). Sprowadza nas to do klasyfikacji liczb naturalnych
1,2,3,..., gdyz zbiory k-elementowe mozna utozsamic¢ z liczba k. Za pomoca
iloczynu mozna rozkladaé niektére liczby na prostsze, np. 6 = 2 - 3 (w $wiecie
zbioréw odpowiada to produktowi kartezjaniskiemu). Istnieja oczywiscie liczby
nierozkladalne (sa to 2,3,5,7,...), nazywamy je pierwszymi. Znajac je, mozemy
zrekonstruowaé cale bogactwo liczb naturalnych poprzez tzw. rozklad na
czynniki pierwsze.

Nie inaczej jest z grupami skonczonymi. Zamiast réwnolicznosci rozwazamy
pojecie izomorfizmu — dwie grupy utozsamiamy, jesli majg te sama strukture.
Dla przyktadu, grupa {id, (124), (142)} (podgrupa S4) dziala tak samo jak
grupa Zs, wiec nie ma sensu ich odrézniaé¢ przy klasyfikacji. Z kolei iloczyn
liczb nalezy zastapié¢ przez rozszerzenie grup. Grupy, ktorych nie da si¢ w ten
sposob rozlozyé na prostsze, nazywamy prostymi. Wszystkie te pojecia opieraja
si¢ na kluczowej koncepcji homomorfizmu; skrotowe omowienie mozna znalezé na
marginesie.

Ludzkoéci udalo sie sklasyfikowaé wszystkie skonczone grupy proste. Rezultat
jest piekny, ale raczej skomplikowany; do jego osiagniecia potrzebna byla
praca kilkuset matematykow na przestrzeni dziesiatek lat i tysiecy stron
publikacji. Niemniej udalo sie podzieli¢ wszystkie skonczone grupy proste na
18 nieskonczonych rodzin oraz 26 ,niedobitkéw”, ktére do zadnej z rodzin nie
pasuja. Czytelnik zna juz dwie z tych rodzin:

o grupy Z, (cykliczne) dla p bedacego liczba pierwsza,
o grupy A, (alternujgce) dla n > 5,

chociaz nie musi by¢ oczywiste, dlaczego te grupy sa proste.

Przejdzmy do niedobitkéw, znanych jako grupy sporadyczne. Jest ich 26,
a najwieksza z nich nosi nazwe grupa Monstrum. Posiada ona

246,320 .59 . 76.112.13%.17-19-23-29-31-41-47-59-71 =
= 808017 424 794 512 875 886 459 904 961 710 757 005 754 368 000 000 000,

czyli okoto 8 - 1033, elementéw. Dla poréwnania liczba atoméw we Wszechéwiecie
jest rzedu 103, Nie jest to oczywiscie najwieksza ze skoriczonych grup prostych —
wiecej elementéw ma np. Ay — ale najwigksza wérdd sporadycznych. Jest jednak
zaskakujace, ze tak ogromny obiekt stanowi jedna z podstawowych ,cegietek”,

z ktérych zbudowany jest Swiat skonczonych grup.

Podobne zaskoczenie towarzyszylo odkrywcom tej grupy w latach 70. ubieglego
wieku. Jej istnienie przewidzial Bernd Fischer, a $cisle zweryfikowal Robert
Griess, ktory nadal jej nazwe friendly giant (przyjazny olbrzym). Ostatecznie
jednak przyjela sie nazwa monster group (grupa Monstrum), zaproponowana
przez Johna Conwaya. Ten ostatni poswiecil badaniu monstrum wiele uwagi,
chcac odpowiedzie¢ na pytanie, dlaczego ono tak naprawde istnieje.

4


https://youtu.be/jsSeoGpiWsw
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