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Gdyby nieskoriczony w czasie i przestrzeni
Wszechswiat byl jednorodnie wypelniony
gwiazdami — nocne niebo nie mogtoby byé
ciemne! Opisuje to Paradoks Olbersa,

o ktérym pisaliSmy jeszcze w XX wieku:
Dlaczego niebo jest ciemne?, A%m.

Metryka FLRW zapisana w sferycznym
ukladzie wspélrzednych (¢, r, 0, ¢) wyglada
nastepujaco:

2
ds? = 2dt? — a(t)? (g + r2d0?).
W réwnaniu tym a(t) jest czynnikiem
skali, k jest indeksem krzywizny, r jest
odlegtoscia wspélporuszajaca sie,
natomiast dQ? := df> + sin? 0dp? jest
elementem liniowym dla sfery S2.

Wartoéé gestosci krytycznej

prr = (3HZ)/(87G) jest rzedu

10729 g - cm ™3, co odpowiada kilku
atomom wodoru w metrze szeSciennym.
We wzorze na py, znajdziemy
parametr Ho, czyli stala Hubble’a, oraz
staly grawitacji G.

Czy Wszechswiat jest skonczony?
Marek BIESIADA*

Czym jest Wszechdwiat? Od momentu powstania ogdélnej teorii wzglednosci
pytania dotyczace Wszechswiata mozemy formulowaé jako pytania dotyczace
globalnej struktury czasoprzestrzeni. Czasoprzestrzen to arena zdarzen fizyki

— wszystko dzieje sie w czasie i przestrzeni (klasycznie zdarzenia te opisuja
réwnania dynamiki — mechaniki lub elektrodynamiki). Gdy w wieku XVII

(za sprawa Galileusza i Newtona) narodzila sie wspé6lezesna fizyka, do opisu
Wszechéwiata przydatny okazat sie kartezjanski obraz przestrzeni euklidesowej,
wewnatrz ktorej mozna $ledzi¢ w czasie ruch i ewolucje cial dyktowana prawami
dynamiki (np. rzuconego kamienia, ale tez planet i gwiazd). W ramach takiego
opisu zakladano milczaco, ze arena zdarzen — przestrzen umiejscawiajaca
zdarzenia, oraz niezaleznie plynacy czas — rozciagaja sie w nieskoniczonosc.

Globalna struktura czasoprzestrzeni

Teoria wzglednosci przyniosta radykalne zmiany. Po pierwsze czas i przestrzen
przestaly by¢ rozdzielone — okazalo sie, ze tworza czterowymiarowa
czasoprzestrzen. Po drugie czasoprzestrzen przestala by¢ sztywna arena zdarzen,
lecz zaczela uczestniczyé w ,,grze”. W my$l réwnan Einsteina energia (czyli
réwniez masa, E = mc?) oraz jej przeplywy determinuja geometrie ($cislej,
krzywizne) czasoprzestrzeni. Z drugiej strony zakrzywiona czasoprzestrzen mowi
materii, jak si¢ ma poruszaé: ruchy swobodne nie sa juz liniami prostymi, a tzw.
geodezyjnymi, czyli ich analogami w przestrzeniach zakrzywionych. W zwiagzku
z tym istnieje intymny zwiazek miedzy materia i geometrig czasoprzestrzeni.

Kosmologia jednorodnego izotropowego Wszechswiata

Rozwazajac strukture czasoprzestrzeni w najwigkszych skalach (calego
Wszech$wiata), zakladamy, ze Wszech$wiat wyglada tak samo dla kazdego
obserwatora bedacego w ruchu swobodnym, czyli jest jednorodny i izotropowy
(tzw. zasada kopernikariska). Metryke opisujaca taki Wszechdwiat nazywamy
metryka Friedmana—Lemaitre’a—Robertsona—Walkera (FLRW). Wystepuje

w niej tzw. czynnik skali a(t), zalezny od wyréznionego czasu kosmicznego t.
Dodatkowo metryka FLRW zaktada istnienie krzywizny przestrzennego sektora
czasoprzestrzeni X (czyli przestrzeni stalego czasu t), ktéra parametryzowana
jest pewnym dyskretnym indeksem k € {+1,0,—1}. Opisuje on odpowiednio:
3-wymiarowa sfere S? (k = +1), przestrzeni euklidesowa E? (k = 0) oraz przestrzei
hiperboliczng H?® (k = —1). Niestety obserwacyjnie nie jeste$my w stanie

z calg pewnoscia rozstrzygnaé, czy indeks krzywizny naszego Wszech$wiata
jest réwny +1, 0 badz —1. Czynnik skali a(t) wystepujacy w metryce FLRW
zmienia sie w czasie, a poniewaz skaluje on wszelkie rozmiary przestrzenne,
wynikaja stad m.in. obserwowane rozszerzanie sie Wszech$wiata oraz
przesuniecia ku czerwieni widm odleglych obiektéw. Wystepujaca w metryce
odleglo$é wspolporuszajaca r nie jest obserwowalna (opisuje ona odleglo$é
wspolrzednosciowg do innego obserwatora bedacego w ruchu swobodnym,

przy zaniedbaniu ruchéw wynikajacych ze wzajemnych oddzialywan miedzy
obserwatorami). Chcac wyznaczy¢ bardziej intuicyjna dla nas odleglosé,
odzwierciedlajaca w danej chwili ¢ pomiar wykonany taéma miernicza np. do
galaktyki w Andromedzie, uzywamy tzw. odleglodci wlasnej d(t), zaleznej od
czynnika skali: d(t) = a(t)r. Ze wzgledu na czynnik a(t) odleglto$¢ wlasna zmienia
sie w czasie wraz z ekspansja Wszechswiata.

Skonczonos$é przestrzenna i czasowa

Czy w takim razie nasz Wszech$wiat jest skonczony? Jaki ma ksztalt?

Z przedstawionej powyzej metryki FLRW tylko przypadek opisujacy hipersfere
S3 (k = +1) reprezentuje skoriczony przestrzennie Wszechéwiat, pozostate —
nie. W jaki jednak spos6b mozemy okresli¢ warto$é parametru k? W tym celu
pozostaniemy przy tej samej metryce, ale skupimy si¢ na wynikajacym z niej
bezwymiarowym parametrze Q) = p/py,, w ktérym p jest calkowita gestodcia
energii materialnej zawartosci Wszech$wiata, zas pg, jest gestoscia krytyczna.
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Osobliwoé¢ kosmologiczna jest typowa
wlasnoscig klasycznej ogdlnej teorii
wzglednosci, w my$l twierdzenia
Hawkinga—Penrose’a. Nie jest to zatem
produkt uboczny zalozeri jednorodnosci

i izotropii omawianych tu kosmologii.

Sir Roger Penrose za twierdzenia

o osobliwosciach otrzymal Nagrode Nobla
z Fizyki za rok 2020 (A33).

Nawigzujemy tu do obrazowych opiséw
stozka $wiatla (rysunkéw), w ktérych

jeden wymiar przestrzenny jest pominigty.

‘W czasoprzestrzeni 4-wymiarowej
,powierzchnia” stozka jest wnetrze sfery
o $srodku w obserwatorze. Wnetrze stozka
to odpowiedni obszar czasoprzestrzeni.

Torus nie jest jednospdjny, gdyz zadna

z zaznaczonych petli nie moze by¢
Sciggnieta do punktu znajdujacego si¢ na
powierzchni torusa (za Wikipedia)

Parametr py, zalezy od wartosci statej Hubble’a (czyli obecnego tempa ekspansji
Wszech$wiata), dlatego dokladny pomiar tej wielkosci moze rzucié swiatlo

na wartos¢ zaréwno py,., 2, jak i ostatecznie na warto$é¢ indeksu k. Zaleznosé
pomiedzy i k mozna opisac¢ jako: k=+4+1dlaQ>1, k=0dla Q=1 oraz k= —1
dla < 1. Przez dlugi czas obserwacje sugerowaly warto$¢ parametru €2 mniejsza
od jednoéci (k = —1, H3, tzw. Wszech§wiat otwarty). Niezwykle precyzyjne
obserwacje anizotropii kosmicznego promieniowania tta pokazaly, ze ewentualne
odstepstwo wartosci 2 od 1 jest bardzo niewielkie: 2 = 1,003 £ 0,015. Pomiar ten
oznacza, ze Wszech§wiat jest zapewne przestrzennie plaski, ¥; = E? (a zatem
najprawdopodobniej nieskoficzony przestrzennie). Jednak nawet taki plaski
Wszechéwiat moze charakteryzowaé si¢ nietrywialna topologia (o czym wigcej

w ostatniej czesci moich rozwazan). Dlatego tez wciaz trwaja badania majace
potwierdzi¢ lub podwazy¢ aktualng interpretacje otrzymanych wynikéw.

Ale czy réwniez jest nieskonczony czasowo? Réwnania Einsteina jednoznacznie
wskazuja na to, ze Wszechswiat mial poczatek w osobliwosci poczatkowej,

a jego ewolucja czasowa opisywana jest przez wspominana tu wielokrotnie
funkcje a(t). Jej dokladna postaé zalezy od gestosci energii skladnikéw
materialnych Wszech$wiata: promieniowania, materii, stalej kosmologicznej
(oraz od parametru krzywizny k), gdyz w rézny sposéb wplywaja one na tempo
ekspansji. Wszechswiat zamkniety mialby swéj poczatek i koniec w czasie,

a zatem mialby skonczony czas istnienia. Wszech$wiaty: plaski i otwarty
powinny ekspandowaé¢ w nieskonczonosé.

Horyzonty

Wiedzac juz, ze Wszechdwiat jest nieskoniczony przestrzennie, ale ma skonczony
wiek (réwny obecnie ~ 14 x 10? lat), mozemy postawié¢ pytanie: jak duzy jest
obszar Wszechswiata dostepny naszym obserwacjom? W tym celu wprowadzimy
pojecie stozka Swiatla przesztosci, ktory wyznacza obszar czasoprzestrzeni,

z ktérego maja szanse dotrze¢ do nas sygnaly: czastki, a w szczegdlnosci fotony
badz fale grawitacyjne biegnace po jego powierzchni.

W przypadku Wszech$wiata, jaki znamy, metryka FLWR, wyznacza pewien
promien rmax(t) okreslajacy skoriczony obszar przestrzenny Wszechswiata
(nieskoniczonego przestrzennie) dostepny obserwacjom w chwili ¢ (jest to

tzw. horyzont czastek). Promienl ten w metryce FLWR roénie z czasem.

Jest on jednak ograniczony ze wzgledu na historie naszego Wszech$wiata.
Poniewaz przed epoka oddzielenia sie promieniowania od materii w chwili

tdec ~ 380000 lat (sygnalem pochodzacym z tej epoki jest kosmiczne
promieniowanie tla) Wszechswiat byl nieprzezroczysty, obszar faktycznie
dostepny obserwacjom elektromagnetycznym jest nieco mniejszy niz teoretycznie
WYZNaCZony Tmax(t). Nie wchodzac w dalsze szczegdlowe rozwazania,

mozna takze okresli¢ maksymalny rozmiar przestrzenny dostepny poznaniu
kiedykolwiek (tj. w najodleglejszej przysziodci), tzw. horyzont zdarzen.

W Swietle obserwowanej przyspieszajacej ekspansji Wszechswiata mozemy sadzi¢,
ze horyzont zdarzen istnieje.

Jaki jest ksztalt Wszechswiata?

Rownania Einsteina okreslaja jedynie lokalng geometrie czasoprzestrzeni — jej
metryke, natomiast nie méwia one nic o samej topologii przestrzeni. Dobra
ilustracja jest przyktad dwuwymiarowy. W dwuwymiarowej przestrzeni plaska
metryka moze lokalnie opisywaé zaréwno geometrie plaszczyzny E?, jak i walca
czy torusa T?. Plaszczyzna E? jest tzw. plaszczyzna jednospdjna, czyli, krétko
méwiac, wszystkie krzywe zamkniete na plaszezyZnie (tzw. petle) mozna
$ciagnaé do jednego punktu znajdujacego sie w obszarze danej plaszczyzny.
Jednak walec i torus nie sa jedno-, lecz wielospéjne — obok petli, ktére mozna
$ciggnac¢ do jednego punktu, istnieja tam dodatkowe petle, dla ktorych jest

to niemozliwe (np. wokél osi walca czy tez na torusie — zobacz rysunek na
marginesie). Ta ,niemoc” spowodowana jest topologia, czyli ,ksztaltem”
rozwazanego obiektu. Dobrg ilustracja jest tapanie konia na lasso: gdy nie uda
sie zarzucié¢ lassa na cel (pozostajemy w E?), petla éciagnie si¢ do
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punktu, natomiast przy udanym rzucie przeszkoda
stanie sie szyja mustanga, topologicznie réwnowazna
walcowi. Jakby tego bylo mato, mimo iz geometrycznie
torus T? ma taka sama metryke jak plaszczyzna E2,
jest on dodatkowo skonczony. Badajac te wielospdjne
przestrzenie plaskie, mozemy nawigza¢ do archetypu,
czyli E2.

Poéwiczmy troche nasza wyobraznie. Skonstruujmy T2,
biorac odpowiedni prostokat o bokach Lq i Lo

oraz identyfikujac (sklejajac) naprzeciwlegle boki.
Prostokat (zwany obszarem fundamentalnym torusa)
jest podzbiorem E2. Mozemy sobie dalej wyobrazié
plaszczyzne E? calkowicie ,wykafelkowana” takimi
prostokatami. Pamietajac o utozsamieniach bokéw,
proste w E? odtworza nam krzywe geodezyjne na T? —
opuszczajac obszar fundamentalny, prosta wchodzaca
do jego kopii obrazuje geodezyjna pojawiajaca sie

z kierunku antypodalnego (czyli po obiegnieciu torusa).
Proste przecinajace kolejne kopie obrazuja wielokrotne
obiegi torusa.

Powyzsze intuicyjnie opisane konstrukcje mozemy
uscislié. Nazwijmy plaszczyzne przestrzenia uniwersalna
nakrywajaca torusa. Analogiem tréjwymiarowym

jest torus T2 i powyzsza konstrukcje wyobrazié¢ sobie
mozna jako gabinet luster — obszar fundamentalny

to prostopadloécian (rozpiety na ortogonalnych
wzajemnie wektorach Ly, Lo, L3) o wszystkich $cianach
wylozonych lustrami. Obserwator widzi nieskoniczenie
wiele kopii samego siebie w przestrzeni E3 (przestrzeni
nakrywajacej). Widzimy zatem, ze kuszace jest tu
pytanie: czy Wszech§wiat moze mie¢ nietrywialng
topologie (tj. by¢ wielospéjny), a plaska przestrzen

i Z.adania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1693. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuktym.
Srodki okregéw opisanego i wpisanego w tréjkat ABC
pokrywaja sie odpowiednio ze Srodkami okregéw
wpisanego i opisanego na trdojkacie ADC. Wiedzac, ze
AB =1, wyznacz dtugosci pozostatych bokéw oraz miary
katéw czworokata ABCD.

Rozwiazanie na str. 21

M 1694. Niech aq, ao, ..
rzeczywistymi, takimi ze
aj +2a3 +---+natt < 1.

., an beda dodatnimi liczbami

Udowodnij, ze

2a; +3a3 + -+ (n+ 1)al < 3.
Rozwiazanie na str. 16
M 1695. Czy istnieje liczba calkowita wieksza niz
1000000, taka ze Srednia arytmetyczna i geometryczna
wszystkich jej dzielnikow sa catkowite?
Rozwiazanie na str. 6
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jest jego uniwersalng przestrzenia nakrywajaca? Taki
plaski przestrzennie Wszech§wiat mialtby skonczona
objetosé Viep = a(t)®Ly - (La x L3) (rosnaca w czasie
wraz z ekspansja).

Zauwazmy, iz T3 nie jest jedynym przykladem plaskiego
Wszechéwiata o nietrywialnej topologii — takich
mozliwodci jest dodatkowo 16 (tzn. nie liczac E3 i T?).
Odpowiadajace im dyskretne grupy symetrii (dla T? sa
to translacje generowane przez wektory L;; i = 1,2, 3) sa
bardziej skomplikowane. Obserwacyjna konfrontacja tych
idei jest komplikowana przez ekspansje Wszechéwiata.
Tym niemniej przeprowadzono testy obserwacyjne
wielospéjnego Wszechswiata, w tym w oparciu o dane
satelity Planck dotyczace anizotropii kosmicznego
promieniowania tta (dla przypadku T?), uzyskujac
wynik negatywny. Wynik ten nie przesadza jednak
sprawy, a oznacza jedynie, ze jezeli Wszechswiat ma
nietrywialna topologie i jest przestrzennie skonczony,

to rozmiar fundamentalnego prostopadloscianu

(o ktérym byta mowa wezesniej) jest wiekszy niz

ta czed¢ Wszechdwiata, ktora jest dostepna naszym
obserwacjom, czyli ta znajdujaca sie wewnatrz horyzontu
czastek. Inaczej mowiac, nie jesteSmy w stanie odréznié
nieskonczonego Wszech$wiata od takiego skonczonego,
ktorego obserwowalna dla nas czesé miesci sie catkowicie
w jednym fundamentalnym prostopadtoscianie.
Podsumowujac: jezeli rozmiar charakterystyczny

(reop ~ Vt})g)) Wszech$wiata plaskiego o nietrywialnej
topologii jest wiekszy niz horyzont czastek, nie mozemy
sie o tym teraz dowiedzie¢; w przypadku zas, gdy jest
wiekszy niz horyzont zdarzen — to nie dowiemy si¢ o tym
nigdy. ..

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1037. Po spostrzezeniu przeszkody kierujacy
tramwajem rozpoczyna hamowanie. Oszacuj, jak dluga
droge pokona tramwaj do catkowitego zatrzymania, jesli
jego poczatkowa predko$é v = 50 km/h. Tle ciepta wydzieli
sie podczas hamowania? Masa pustego tramwaju

mg =~ 16 500 kg, érednia liczba pasazeréw n = 50,
wspotezynnik tarcia stali o stal ui =~ 0,1, a przyspieszenie
ziemskie g ~ 10 m/s2.

Rozwiazanie na str. 5

F 1038. Stwierdzono, ze dlugosci fal linii widmowych
obserwowanych w sygnale pochodzacym z supernowej
PS1-11mq sg 1 + 2z = 1,81 (z jest tzw. przesunigciem ku
czerwieni) razy wieksze niz dlugosci fal odpowiadajacych
im charakterystycznych linii widm atomowych
mierzonych na Ziemi. Od chwili rozblysku tej supernowej
rejestrowano takze zmiany jej blasku i po czasie

t = 54 dni zaobserwowano charakterystyczna zmiang

w ksztalcie krzywej zaniku jej jasnosci. Ile czasu, to,
trwaly procesy prowadzace do tej zmiany w uktadzie
zZwiazanym z supernowsa?’

Rozwiazanie na str. 5
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