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Zycie

Do klasycznych pytan: ,,Skad przyszlismy?”, . Kim jestesmy?”, ,,Dokad idziemy?”
mozna dorzuci¢ — Paul Gauguin i poprzednicy wybaczyliby — pytanie ,,Co to jest
zycie?”. Nie podejmuje si¢ odpowiedzieé¢, ale mysle, ze bez watpienia zycie ma
co$ wspélnego z tlenem (o co chodzi z Henneguya zschokkei, w tym momencie
nie wiadomo). Skoro o tlenie mowa, to warto oméwi¢ mioglobine i hemoglobine
— substancje (biatka), ktére biora udzial w magazynowaniu (mioglobina) lub
transportowaniu (hemoglobina) tlenu.

Mioglobina

Doktadnie jedna czasteczka tlenu moze by¢ zmagazynowana w jednej czasteczce
\l}v};ii;}éd?:aCStECZka mioglobiny, zrédio: mioglobiny. Istotna role w wiazaniu tlenu spelnia hem, na rysunku 1 zaznaczony

kolorem. Zadaniem mioglobiny jest magazynowanie tlenu w miesniach
czerwonych. Jej role doceniaja nie tylko sportowcy.

John Kendrew wraz ze wspolpracownikami wyznaczyl strukture mioglobiny za
pomocy rentgenografii strukturalnej, za co otrzymal Nagrode Nobla w dziedzinie

Cisnienie tlenu (Po,) ..
kPa] chemii w roku 1962.
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fv F—; Skoro w jednej czasteczce mioglobiny moze by¢ zmagazynowana tylko jedna
e 3 " czasteczka tlenu, to jasne jest, ze trudno tu oczekiwaé jakiego$ szczegdlnie
g k ?_) ciekawego zachowania (z punktu widzenia matematycznego) — nie ma szansy
T o o' na zadne wewnetrzne oddzialywania, ktore wydobyte ze Swiata zjawisk
fgj ‘ £ mikroskopowych do §wiata zjawisk makroskopowych moglyby dawaé ciekawe
3 ﬂ % efekty. Jak zobaczymy — rzeczywiscie mioglobina takich efektow nie daje.
w1l : . Krzywa saturacji, tzn. procent zapelnionych tlenem czasteczek mioglobiny
e W mmbgl w zaleznosci od ci$nienia tlenu, zostala przedstawiona na rysunku 2. Mozna
Rys. 2. Krzywa saturacji czasteczek powiedzieé - kompletny banal.

mioglobiny zostala oznaczona kolorem
Hemoglobina

Zdecydowanie ciekawsza, z punktu widzenia opisu matematycznego, jest
hemoglobina, ktérej strukture przedstawia rysunek 3. Prawda, ze az sie prosi,
by ja opisa¢ matematycznie? W czasteczce hemoglobiny sa dwie biatkowe
podjednostki « i dwie podjednostki 5. Kazda z tych 4 podjednostek zawiera
hem.

Hemoglobina jest biatkiem obecnym we krwi (w erytrocytach). Barwi krew
na czerwono. Jej rola polega na przenoszeniu tlenu — przytaczaniu w plucach
Rys. 3. Struktura hemoglobiny. Kolorem  (gdzie ci$nienie tlenu jest duze) i uwalnianiu w tkankach (gdzie ci$nienie
zaznaczono podjednostki a, na szaro sa tlenu jest male). Zatem hemoglobina, bardziej niz mioglobina, musi by¢
podjednostki 8. Hem oznaczono kolorem K . A L, K R ! .
czarnym. Zrédlo: Wikipedia sprawnie dzialajaca maszynka. W przeciwienistwie do mioglobiny — hemoglobina
zawiera 4 hemy, i mozna si¢ spodziewaé ich oddzialywania (na poziomie
mikroskopowym). Jednym stowem mozna spodziewaé sie ciekawych efektéw

do modelowania matematycznego.

Jedna czasteczka hemoglobiny moze przylaczy¢ do 4 czasteczek tlenu

(gdy wszystkie hemy — miejsca wiazania — sa zapelnione). Okazuje sie,

ze istnieje zalezno$¢ pomiedzy réznymi miejscami wiazania. Moga one
przekazywaé informacje na przemian, tzn. podjednostka a — podjednostce 3
i na odwrot. Podjednostki tego samego typu ,nie widza sie”. Gdy ciSnienie
tlenu jest male i czasteczka tlenu przytacza sie do czasteczki hemoglobiny, to
prawdopodobienistwo przylaczenia innej czasteczki tlenu jest male. Chodzi

o to, by nie wypltukaé tlenu z miejsc, w ktérych jest go niewiele. Natomiast
dla duzych ciénieri tlenu (jak w plucach) prawdopodobieristwo to jest duze.
W rezultacie hemoglobina zbiera tlen z ptuc i roznosi do miejsc, w ktorych
tlen jest potrzebny, bo tam jest go malto. Bardzo to ladny i prosty mechanizm,
wdzigczny obiekt matematycznego modelowania.
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Rys. 4. Krzywa saturacji dla hemoglobiny

Rys. 5. Ilustracja ,matematycznej

hemoglobiny”

Wiegcej o modelu Isinga mozna przeczytac
w artykule Jacka Migkisza w A‘;’s.

(wewnetrzna)
niezaleznosé

zaleznosé
(krzywa ,,S-owata”)

mioglobina

hemoglobina

enzymy klasyczne

enzymy allosteryczne

denaturacja DNA

Krzywa saturacji dla hemoglobiny — procent zajetych miejsc wiazania

w zaleznosci od ci$nienia — przedstawia rysunek 4. Uzbrojeni w powyzsza
wiedze mozemy zaproponowac¢ ,matematyczna hemoglobine”. Bylby to abstrakt
ujmujacy cechy opisywanego obiektu (tu czasteczki hemoglobiny), ktére nas
interesuja. Takie jest typowe postepowanie w modelowaniu matematycznym.
Tworzy sie obiekt, mozliwie najprostszy, ujmujacy te cechy, ktore chcemy opisac.
W ten sposéb powstaje model matematyczny, ktéry nie odzwierciedla, i nie moze
odzwierciedlaé, wszystkich cech badanego obiektu. Bo przeciez ,,model, ktéry
odzwierciedlaltby wszystkie cechy opisywanego obiektu, byltby do opisu réwnie
przydatny, jak sam obiekt, czyli wcale”. Model jest i musi byé uproszczeniem.
Model Fiata 500, ktory bylby po prostu Fiatem 500, dla wtasciciela moze bytby
przydatniejszy, ale z punktu widzenia opisu malo uzyteczny. Warto powtorzy¢
ten banal, bo gdy przychodzi ,,co do czego”, to si¢ o tym nie pamieta. Nasza
,matematyczna hemoglobina” (czyli pewnym modelem hemoglobiny) moze byé
tzw. okresowy model Isinga. Model Isinga (niekoniecznie okresowy) pochodzi

z fizyki i byl wprowadzony do opisu zjawiska ferromagnetyzmu. Model ten
polega na tym, ze z kazdym wezlem (zaznaczonym na rys. 5 czarnym kétkiem)
wiazemy funkcje (zmienna losowa), ktéra przyjmuje wartosé 1 (gdy wezel

jest zajety przez czasteczke tlenu) lub warto$é¢ —1 (gdy wezel jest niezajety),

z prawdopodobienstwami, ktére nalezy okreéli¢ z uwzglednieniem oddzialtywan
pomiedzy wezlami (najblizszymi sasiadami na okregu). Prawda, ze to jest po
prostu prawie hemoglobina?

Dla matematykéw obiekt ten (choé porazajaco prosty) powinien byé szczegélnie
ciekawy, gdyz struktury okresowe sa w matematyce bardzo wazne. Wiele
proceséw w przyrodzie wykazuje okresowo$é, ale zadna wiosna nie jest podobna
do nastepnej. W przypadku mioglobiny mamy pelna (tzn. nieprzyblizona)
okresowo$é ,,za darmo”.

Tu mamy co$, co zdecydowanie jest okresowe, wiec mozemy do$wiadczaé¢ pelnej
radodci. Mozna badaé ten model podobnie, jak bada sie modele Isinga (bylby
to poziom mikroskopowy), i otrzymaé na poziomie makroskopowym krzywe
podobne do tych okreslajacych saturacje dla hemoglobiny i pochodzacych

z eksperymentu. Osoby zainteresowane odsytam do ksigzki Colina Thompsona
Mathematical Statistical Mechanics, Princeton 1972, gdzie w rozdziale 7 jest to
bardzo ladnie opisane. Jest to jednoczesnie bardzo prosty i elegancki przyktad
przejscia ,,od mikro do makro”.

Punkty przegiecia

Poréwnujac krzywe saturacji dla mioglobiny z krzywymi saturacji dla
hemoglobiny, zauwazamy, ze te drugie sa matematycznie ciekawsze — maja
punkty przegiecia (po jednym na krzywa), czyli maja ksztalt ,S-owaty” (lub
sigmoidalny).

Dla oséb niewtajemniczonych: punkty przegiecia to punkty, w ktérych krzywa
sie przegina, czyli zmienia swoja wypuklo$é: z wypuklej (po szkolnemu
,usmiechnietej”) staje sie wklesta (,smutna”) lub odwrotnie. O wadze punktéw
przegiecia kazdy moze sie przekonaé, chocby $ledzac obecne dyskusje o Covid-19
(o czym bedzie ponizej). Dla mioglobiny i hemoglobiny réznica pomiedzy
odpowiednimi krzywymi ma fundamentalne znaczenie. Jak juz wspomnialem,
mioglobina tylko magazynuje — co podleci, to proporcjonalnie wleci. Natomiast
hemoglobina dziala w bardziej wyrafinowany sposob: jak Janosik, odbiera
bogatym i oddaje biednym — tlen. Nie moze odwrotnie! Zatem istnienie (lub
nie) punktéw przegiecia staje si¢ istotnym elementem funkcjonowania zycia.

Ciekawe, ze podobne modele jak dla hemoglobiny (z punktami przegiecia na
poziomie makroskopowym) mozna rozsadnie formulowaé dla zupelnie innych
proceséw biologicznych, jak dzialanie enzymoéw allosterycznych lub denaturacja
DNA (z odpowiednia liczba ,,miejsc wiazania”). Ponadto, tak jak dla mioglobiny,
mozna konstruowaé¢ modele dla enzyméw klasycznych.
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Istnienie, lub nieistnienie, punktéw przegiecia mozna
latwo przetestowaé na bardzo waznych w biologii (od

zagadnien osobliwie zaburzonych. Okazuje si¢, ze nieprzezwycigzone,
jakby sie wydawalo na pierwszy rzut oka, problemy pojawiajace
sie w klasycznym wyprowadzeniu Michaelisa i Menten sg zwigzane
z wystapieniem tzw. efektu warstwy poczatkowej.

ekologii po kinetyke enzymoéw) funkcjach Hilla:
:Z:,n
hnl) =0 ——,
()=

przy czym a, b sa stalymi dodatnimi, a okresla stata
nasycenia, b — stala polowicznego nasycenia,

M

Typowym przykltadem funkcji o ksztalcie ,,S-owatym’
jest dystrybuanta rozkladu normalnego (rozkladu
Gaussa). Centralne twierdzenie graniczne uzasadnia
powszechno$é¢ wystepowania rozkladéw zblizonych do
rozkladu normalnego.

x>0,

Warto, choé¢by pokrétce, oméwié zjawisko denaturacji
DNA, bardzo istotne w biotechnologii, na przyktad
w procedurze PCR.

n = 1 jest wspdlczynnikiem Hilla i najczesciej przyjmuje
sie, ze jest liczba naturalna. Liczac pochodna i druga
pochodna funkcji h,,, otrzymujemy

nb" mnfl

(b” + x")2 Na kazdym z 2 lancuchéw DNA umieszczone s zasady
oraz azotowe: A — adenina, C — cytozyna, G — guanina,
ooy mb" 2 n n T — tymina. Sg one polaczone wiazaniami wodorowymi,
h(z) = a (b” N x")g (( — D" = (n+ 1)z ) przy czym mozliwe sa tylko polaczenia A-T (lub

_ ) _ T-A) — podwdjnym wigzaniem i C-G (lub G-C) —
Funkcje hy, WIEC Toslg, dla kazdggo n =1 (pochodne sy potréjnym wigzaniem. Zatem wiazania A-T (lub
dodatnie), i maja punkt przegiecia dla n > 2 w punkcie

(T-A) sa stabsze niz C-G (lub G-C). Pod wplywem
non /T — 1
zp="> e

réznych czynnikdéw, np. wysokiej temperatury, wiazania
pekaja. Jest to proces denaturacji DNA. Temperatura,

Rzeczywiscie, dla n > 2, funkcja h!! w punkcie x,

przyjmuje wartosé¢ 0 i zmienia w tym punkcie znak —

w ktorej potowa wigzan ulegla peknieciu, nazywa
sie temperatura topnienia. Okreslenie temperatury
dla = € (0,z,) jest dodatnia (czyli h, jest wypuktla),
a dla z > x, jest ujemna (h,, jest wklesta).

Schemat DNA zostal opracowany przez Jamesa Watsona, Francisa
h, . Cricka i Maurice’a Wilkinsa (Nagroda Nobla w 1962 r.).
(1) =a

topnienia charakteryzuje DNA.

W pracy: R. G. Rutledge, D. Stewart, Critical evaluation
of methods used to determine amplification efficiency
refutes the exponential character of real-time PCR,
BMC Molecular Biology, 9, 2008 okreélono krzywe
przedstawiajace zaleznosci (odpowiednio mierzone)
procentu peknietych wiazan od temperatury. Wszystkie
krzywe, odpowiadajace roznym typom DNA, maja
idealne ksztalty ,,S—owate”.

Dla n = 1 funkcja h; nie ma punktu przegiecia — jest
wklesla na calej swojej dziedzinie (z > 0). Przypadek
n =1 jest bardzo istotny w tzw. kinetyce enzymoéw
w teorii Michaelisa i Menten (Leonor Michaelis
(1875-1949), Maud Menten (1879-1960)).

Wyprowadzenie funkcji Michaelisa—Menten (czyli funkcji Hilla z n = 1)
jest wdzigcznym wstepem do matematycznej dziedziny — analizy

Wiele punktéw przegiecia

Sytuacja jest jeszcze bardziej ciekawa, gdy punktow przegiecia jest wiece;j.
Jacques Lucien Monod (1910-1976) — francuski biochemik, laureat Nagrody
Nobla z dziedziny fizjologii i medycyny w 1965 roku za odkrycie mechanizmoéw
genetycznej kontroli dziatania komérek — rozpatrywat sytuacje 2 punktéw
przegiecia (cho¢ nie uzywal pojecia punktu przegiecia). Wprowadzil pojecie
wzrost dwufazowy (diauxic growth) dla takiego zachowania. W pracy J. Monod,
The growth of bacterial cultures, Annu. Rev. Microbiol. 1949 podal wykres
wzrostu bakterii paleczki okreznicy (Escherichia coli). Paleczki byly odzywiane
glukoza, ktorg lubia, i sorbitolem, za ktérym raczej nie przepadaja. Przy
okazji, by odzywia¢ sie sorbitolem, gdy zabraknie glukozy, musza si¢ na ten
sorbitol przestawié, czego tez nie lubia. Krzywe eksperymentalne byty idealnie
dwufazowe.

Okazuje sig, ze mozna rozwazaé¢ zachowanie typu dwufazowego w cyklu
komorkowym, czyli , to, co sie dzieje” w komorce podczas procesu jej podziatu.
Na poziomie matematycznym badanie tego typu zachowania jest duzym
wyzwaniem.

Polecam przyjrzeé¢ sie danym dotyczacym wszystkich przypadkéow Covid—19
pod koniec 2020 roku wedtug danych z Johns Hopkins University. Wykresy,
szczegblnie dla wybranych krajow europejskich, obfituja w punkty przegiecia,
natomiast dla niektérych krajow pozaeuropejskich zachowanie jest inne.

Nie wiem, czy udalo mi sie przekona¢ Czytelnika, ze punkty przegiecia moga
wyrazaé pewne aspekty zycia. Mam nadzieje, ze nauka jeszcze nas zadziwi

w tym zakresie. Nalezaloby sobie zyczy¢, aby krzywe opisujace wszystkie
przypadki Covid-19 osiagnely jak najszybciej swoje ostateczne punkty przegiecia
i staly sie ,,smutnymi”, w przeciwienstwie do udreczonej Ludzkosci.
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