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Gdzie sie podziatly tamte funkcyje...
Barttomiej BZDEGA

...gdzie te dziedziny, gdzie tamten Swiat?

Rozwiazywanie olimpijskich réwnan funkcyjnych zwykle polega na przejsciu od
ogotu do szczegdlu — jesli poszukiwane funkcje maja spelniaé¢ dane rownanie dla
wszystkich, powiedzmy, =,y € R, to w miejsce = i y mozemy podstawi¢ dowolne
liczby rzeczywiste, a nawet dowolne wyrazenia, ktére przyjmuja wartosci
rzeczywiste. Najlepiej to ilustruje ponizszy przyktad.

Zadanie. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace réwnoscé

[ (@) —y) = f@) + f(f(y) = f(=2)) + =
dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y.

Rozwigzanie. Niech ¢ = f(0). Podstawiajac x = y = 0, otrzymamy

f(£(0) = 0) = f(0) + f(f(0) = f(0)) +0,
czyli f(e) = f(f(0)) =2£(0) = 2c. Po podstawieniu z = 0 i y = ¢ mamy
F(F0) =) = f(0) + f(f(c) =) +0,
co w $wietle réwnosci f(0) = ¢ i f(c) = 2¢ daje ¢ = 3¢, czyli ¢ = 0. Udowodnili$my
wiec, ze f(0) = 0. Nastepnie, podstawiajac = 0, otrzymamy

JOF0) —y) = £(0) + f(f(y) — f(=0)) +0,
co po uproszcezeniu i wykorzystaniu réwnosci f(0) = 0 daje f(—y) = f(f(y)).
W tej réwnosci y jest dowolne, wiec réwniez f(—xz) = f(f(x)). Wreszcie,
podstawiajac y = f(z), otrzymujemy

[ (@) = f(z) = F(f(f(2) = f(=2)) + =,
co na mocy ostatnio dowiedzionej réwnosci sprowadza sie do 0 = f(x) + x, czyli
f(x) = —x. Trzeba jeszcze sprawdzié, czy ta funkcja spelnia zadane réwnanie.
Nalezy wiec sprawdzié¢ rownosé
—(—z—y)=—z—(—y—(=(-2)) — =,
ktoéra jest prawdziwa dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y. Zatem dane
réwnanie spelnia funkcja f(z) = —x i tylko ona.

Podstawienie y = f(x) nie bylo przypadkowe. Po lewej stronie réwnosci mamy
wyrazenie f(f(z) —y), ktére sprowadza sie¢ wéwczas do f(0) = 0. Ogdlnie,
nalezy szukaé takich podstawien, ktére pozwola, dzieki wczesniej zdobytym
informacjom, nieco uproéci¢ rozwiazywane rownanie. Na poczatku wyglada to
jak metoda prob i bledéw, ale po rozwiagzaniu kilku takich zadan mozna nabraé
nieco intuicji. Sprawdzenie, czy otrzymana funkcja spelnia zadane réwnanie,
jest konieczne — ma ona je spelniaé¢ dla wszystkich par (z,y), a otrzymalismy ja,
korzystajac tylko z pewnych szczegdlnych par.

Na koniec wymienie kilka najczesciej spotykanych btedéw, ktorych
nalezy sie wystrzegac:

o Podstawianie f(z) = az 4+ b (lub podobne) do réwnania funkcyjnego, nastepnie
obliczanie a i b — jest to blad, poniewaz wtedy wyznaczymy jedynie funkcje
liniowe.

o Wnioskowanie, ze jesli f(A) = f(B) dla pewnych liczb/wyrazen A i B, to
A = B. Tak mozna robi¢ tylko wtedy, gdy dana funkcja jest réznowartosciowa.

e Zakladanie, ze dla ustalonego yo z przeciwdziedziny istnieje takie x,
ze f(x) = yo. Tak mozna robié tylko wtedy, gdy wiemy, ze funkcja f osiaga
wartosé yo dla jakiego§ argumentu.

Zadania. W kazdym zadaniu nalezy wyznaczyé wszystkie funkcje f: R — R

spetniajgce dane réownanie dla wszystkich x,y € R oraz ewentualnie dopisane
zatozenie.

f@fy) = flzy) + .
zf(y) +yf (@) = (z +y)f(2)f(y)
)+y)=F(fy) +=
f(f(x)—y)+ f(fly) —x) =0, [ — réznowartosciowa.
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(
(z+ flx+y) = flx—y) + f(x)*
(f(x) —y)+ fl(x+y) =0, f — nierosnaca.
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