*Zgodnie z regula, ze odpowiedz na

tytulowe pytanie zawsze jest przeczaca.

Przyklad zastosowania tej metody:

Czy ? to iloraz dy i dx?
Michal M[SK]E WICZ

If you have built castles in the air,
your work need not be lost; that is
where they should be. Now put the
foundations under them.

Henry David Thoreau

Z mojego skromnego do$wiadczenia dydaktycznego wynika, ze na pytanie
postawione w tytule najbezpieczniej jest odpowiedzieé¢ nie*. Pochodna funkcji
y(x) definiowana jest jako granica ilorazéw
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ale sama ilorazem nie jest. A przynajmniej nie w taki sposob, ze jest ilorazem
granic licznika i mianownika. Przypomnijmy — wzor na granice ilorazu
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zachodzi, gdy ciagi a, i b, sa zbiezne, przy czym granica b, nie jest zerowa. To
ostatnie zastrzezenie stuzy wykluczeniu dzielenia przez zero, a z takim witaénie
przypadkiem mamy do czynienia w definicji pochodnej. Gdyby dy bylo granica
y(a') —y(z), a do granica ' — z, to jedno i drugie byloby po prostu zerem.

Nie zmienia to faktu, ze pochodna jako granica ilorazéw dziedziczy wiele ich
wlasnosci. Prawdziwe sa m.in. wzory na pochodna zlozenia i na pochodna

funkcji odwrotnej:
dy dy dz dx 1
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ktore sugeruja, ze w wielu przypadkach % zachowuje si¢ jak iloraz. Uzasadnia
to na przyklad metode rozwi@zywania réwnan rézniczkowych o zmiennych
rozdzielonych, czyli rtéwnain postaci 3 y = f(z)g(y), gdzie funkcje f i g sa z géry
zadane. Symbolicznie czesto zaplsuje SIQ ja jako ciag przejsc¢:

@ = f(2)g(y) = mdy_f( r)dr = / yZ/f(w)dx

Uzyta w tym zapisie posrednia forma —~dy = f(z)dz moze budzié

kontrowersje, poniewaz sugeruje, ze d:cgi(ya;,y sa bytami, ktore mozna poréwnywac.
Najproéciej jest jednak uznaé, ze to tylko mnemotechnika, uzyteczna zaréwno
w rozwiazywaniu réwnan roézniczkowych, jak i w zapamietaniu wspomnianych
wyzej wzoréw na pochodne, a przy tym zawierajaca cenng intuicje dotyczaca
same]j definicji pochodnej. Réwnoczes$nie niech napisy % i [ f(z)dz pozostang
wladnie napisami, oznaczajacymi odpowiednio pochodng y'(z) i funkcje
pierwotng (funkcje F(z) spelniajaca F’'(x) = f(x)) — nic nas nie zmusza do
przypisywania sensu pojedynczym sktadowym tych napiséw.

I na tym mozna spokojnie zakonczy¢ lekture niniejszego tekstu... chyba, ze chce
sie zobaczy¢ drugie dno.

Tto historyczne

Pojecie pochodnej pojawito sie¢ w XVII wieku za sprawa Isaaca Newtona
(1642-1727) i Gottfrieda Leibniza (1646-1716). Do zapisu pochodnej stosowano
(i stosuje sie nadal) rézne symbole, m.in. ¥, g, %_ To ostatnie oznaczenie
pochodzi od Leibniza i oddaje jego rozumienie pochodnej jako ilorazu
nieskonczenie malych wielkosci dy i dz. Leibniz wprowadzil bowiem liczby
dodatnie nieskoniczenie male, to znaczy mniejsze od odwrotnoéci wszystkich
liczb naturalnych Zauwazmy, ze gdyby € > 0 bylo taka wlasnie liczba spelniajaca
e < 1 dla wszystkich n € N, to jej odwrotnoéé¢ 1 = bylaby gérnym ograniczeniem
zbloru liczb naturalnych N. Tymczasem tzw. ak:syomat Archimedesa, o ktorym
jeszcze napisze w dalszej czedci, méwi dokladnie tyle, ze takie ograniczenie nie
istnieje, wiec w naszej matematyce nie ma miejsca na liczby nieskonczenie male.
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Przyktadowo, dla y = aclmg mamy

Oy
dzg
pochodnej czgstkowej po x2 zmienng xq
niejako zamrazamy.

A

= 2z122 — na potrzeby obliczania

T1 = rcosa
To = rsina

— /2 2
r = ml+932

a = arctg(za/z1) (nie zawsze)

Dalszy rozwdj matematyki nie potoczyl sie torem wytyczonym przez Leibniza.
Chociaz wprowadzona przez niego notacja si¢ utrzymala, to w XIX wieku
Sciste pojecie pochodnej oparto na granicy, tak jak w @ Sama granice z kolei
zdefiniowano poprzez znany uczniom warunek z epsilonem i delta (e i §), co
ostatecznie odarto te dziedzine z magii wielkosci infinitezymalnych.

Ale nie jest to koniec historii — w latach 60. ubiegtego wieku Abraham
Robinson (1918-1974) ugruntowal idee Leibniza, budujac teorie liczb i funkeji
hiperrzeczywistych uwzgledniajaca liczby nieskoniczenie mate. Stworzona
w ten sposéb teorie nazywa si¢ analizg niestandardowq, dla odréznienia od
analizy — no c¢6z — standardowej. Aksjomat Archimedesa jest w tej teorii
niespelniony, ale za to pochodna mozna $cisle definiowaé jako iloraz wielkosci
nieskoniczenie malych. Mianowicie liczbe S nazwiemy pochodna y(z) w z, jesli
S jest zaokrggleniem do najblizszej liczby rzeczywistej (standard part) wartodci
w dla kazdej infinitezymalnej liczby Az # 0. Przyktadowo, dla y = 22
ey 2 2 2 2 2

(x+ Ax)* —x oz + 2zAx + (Ax)? —x _ %t A,

Az Az

a zaokragleniem do liczby rzeczywistej jest 2z (niezaleznie od Ax). Historie
i obecny stan tego fragmentu matematyki mozna lepiej poznaé dzieki zrodtom
podanym na marginesie.

Rézniczka na ratunek

A czy w standardowej analizie mozna jakos usprawiedliwi¢ % jako iloraz?

W duchu stawiania fundamentéw pod wiszacymi w powietrzu zamkami
mogliby$my to zrobié, definiujac dy i dz jako liczby réwne odpowiednio y'(x)

i 1. Skoro do tej pory nie przypisaliSmy tym obiektom Zadnego innego znaczenia,
to wolno. I nikt nie zaprzeczy, ze wéwczas iloraz % jest réwny pochodnej, tyle
ze takie podejécie jest zupelnie jalowe. Przekonamy sie jednak, ze nie jest ono
dalekie od formalizmu form rézniczkowych.

Meandry wielu wymiaréw

W tym celu dodajmy jeden wymiar i rozwazmy funkcje y: R? — R. Méwimy
wtedy o funkcji dwdch zmiennych, gdyz punkt w R? mozemy reprezentowaé
jako pare liczb rzeczywistych (x1,x2). Jesli ustalimy warto$é x1, to pozostaje
nam funkcja jednej zmiennej zo — y(x1,x2) — jej pochodna nazywamy pochodng
czgstkowq funkcji y wzgledem zmiennej xo:

y(w1,25) — y(z1,72)

7 .

—y(xl,xg) = lim
Ty — T2

6.132 z!,— 1o
2

Istnieja tez inne sposoby reprezentacji punktéw R2. Czytelnik na pewno
spotkal sie ze wspdlrzednymi biegunowymi (r, ), w ktérych r mierzy dlugosé
promienia wodzacego poprowadzonego z poczatku uktadu wspotrzednych, a «
odchylenie tego promienia od dodatniej p6losi OX; (zob. wzory na marginesie).
Z wyjatkiem poczatku ukladu i ewentualnej niejednoznacznosci doboru «,
wspblrzedne (r, ) w niczym nie ustepuja wspolrzednym (x1, z2). Mozemy wiec
mysle¢ o y jako o funkcji y(r, o) i definiowaé jej pochodne czastkowe % i %
wszedzie poza poczatkiem uktadu.

Skupmy teraz uwage na dwoch funkcjach, x4 oraz «, przyporzadkowujacych

kazdemu punktowi jego druga wspoélrzedna, odpowiednio kartezjanska lub
biegunowa. Postepujac jak poprzednio, obliczamy pochodne czastkowe

O (rsina) cos

— = —(rsina) = rcosa,

Ja o]

oo 1o} 1 1 T

= — (arctg(z2/21)) = —F——% — = 5 3

Oxe  Oxo 1+ (zo/®1)? o1 xf + a3
Drugi wynik mozna przedstawi¢ w formie <= i wida¢ wtedy, ze 88—;‘2 nie jest

-1
rowne (%) . Intuicja — przynajmniej w tak naiwnym wydaniu — nas zawiodtla.

Adepci studiow matematycznych i technicznych znajg rozwiazanie tego
problemu — 7ézniczke. Rézniczka y w punkcie p € R? jest przeksztalceniem
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Uwaga terminologiczna: wzér nie jest hnlowym dypl R2 — R, ktére na wektorze v € RQ przyjmuje wartoséé
definicja rézniczki, tylko pochodnej

kierunkowej. Wiadomo jednak, ze jesli d -] y(p + tV) B y(p)
funkcja y posiada rézniczke, to jest (**) Yp (V) - tgl(l) t :
w mocy.

Wspomniane wczesniej pochodne czastkowe daja sie wyrazié¢ jako szczegdlne
przypadki powyzszych pochodnych kierunkowych:

0 0 0 T T 9]

8751 :dy(170>7 87;/2 :dy(071)7 372 =dy (71772) ) = :dy(—$27x1),
cho¢ w dwdéch ostatnich przypadkach nie jest to takie oczywiste. Warto jednak
odnotowaé, ze pojawiajace sie¢ tu wektory odpowiadaja kierunkom, w ktérych
porusza sie punkt, gdy ustali sie¢ jedna wspétrzedna, a zaburzy druga.

Roézniczki sa przeksztatceniami liniowymi, wiec jako takie mozna je dodawac,
mnozy¢ przez skalary, a przy odpowiednich warunkach rowniez sktadaé — to
ostatnie jest odpowiednikiem mnozenia i pojawia si¢ naturalnie przy obliczaniu

rézniczki zlozenia. A czy mozna dzieli¢, jak w napisie %?

Moze si¢ zdarzy¢ na przyklad, ze w danym punkcie dzp(v) = 2dyp(v) dla

wszystkich v € R?, powiedzieliby$my wtedy, ze % = 2. To jednak rzadki
P

przypadek — we wczedniej rozwazonym przykladzie mamy

dxzo(v1,v9) = va, da(vi,vs) = L1tz — 201

)

2 2
r{ + 5
rézniczki te nie sa wiec proporcjonalne (poza osia OXy).
Dzielenie rézniczek w jednym wymiarze

Dobra wiadomosé! W przypadku jednowymiarowym wszystkie przeksztalcenia
liniowe R — R sa proporcjonalne, wiec zawsze mozna je dzieli¢ (chyba ze dzielimy
przez zero, to wtedy nie). W szczegdlnosci z definicji @ wynika

dyz
da) =@ dn@) =0 P @) dusoeR oo
Roézniczka pozwala zatem zaréwno przypisaé¢ sens symbolom dx, dy, jak i nadac

% walory ilorazu. Jest nawet lepiej — po wykonaniu pewnej pracy (nadaniu R?

struktury rozmaitosci gladkiej) mozna pozbyé sie zaleznosci definicji @) od
wspétrzednych (21, 12), zaleznosci kryjacej sie w dodawaniu wektoréw w R2.

Tak samo w R! Jedli funkcja z: R — R ma niezerujaca sie rézniczke, to mozna ja
przyjaé jako wspdlrzedng w miejsce x, tak samo jak wspolrzedne kartezjanskie
mozna zamieni¢ na biegunowe. Wtedy z koniecznosci poréwnanie rézniczek dy
idz daje dy = %dz, przy czym Z—Z jest pochodng y po z. W rezultacie

z
dy = %dz7 dz = %dm = dy= % . le—idx,
i wzor na pochodna zlozenia okazal si¢ faktem arytmetycznym. Czytelnik moze
sie czué oszukany, i stusznie — tak naprawde wzor na pochodng zlozenia jest
juz zakodowany we wspomnianej strukturze rozmaitoéci, ktéra pozwolita nam
‘ oderwaé rézniczke od wspolrzednych. Jesli udato mi sie Czytelnika zaciekawié, to

| polecam zaglebi¢ sie w geometrie rézniczkowa — dziedzing zajmujaca sie wolnym
' Y od wspdlrzednych (przynajmniej w wiekszosci) opisem obiektéw geometrycznych.
A na poczatek proponuje zastanowic¢ sie nad ponizszymi problemami:

Zadanie 1. Punkty na sferze jednostkowej S? = {(z,v,2) : 22 +4? + 22 = 1}
mozna opisywaé przez geograficzng szeroko$é « i dlugosé 8 (wzorami jak na

Wspélrzedne sferyczne: marginesie). O funkcji f: S? — R mozna wtedy mysle¢ jako o funkcji f(a, B)
Zi Eg:g:ﬁfg i obliczaé jej pochodne czastkowe g—i, g—é. 7 drugiej strony, z = /1 — 22 — y?2
z=sino zadaje opis sfery (lub przynajmniej jej polowy) para (z,y), mozemy wiec tez

liczy¢ pochodne czastkowe g—i, y Jak opisaé zaleznos¢ miedzy jednym a drugim
zestawem pochodnych?

Zadanie 2. Jak zmodyfikowaé definicje , by miala sens dla f: S? — R? Jak
wyrazi¢ pochodne czastkowe z poprzedniego zadania w terminach rézniczki?
Wskazéwka: ograniczyé sie do wektoréw v stycznych do S? w p, a nastepnie
poprawié¢ p + tv, by punkt ten lezal na sferze.
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