Blokowe cechy podzielnosci

Szeroko znana jest cecha podzielnosci przez 3 i przez 9.
Mianowicie: liczba n dzieli sie przez 3 (lub 9) wtedy

i tylko wtedy, gdy suma jej cyfr dzieli sie przez 3
(odpowiednio 9). Mozna te mysl wyrazi¢ w spos6b
nieco bardziej skomplikowany, za to lepiej poddajacy
sie uogdlnieniu: dana liczbe dzielimy, zaczynajac od
konca, na bloki jednocyfrowe, a nastepnie dodajemy
bloki. Otrzymana liczba dzieli sie przez 3 lub 9 wtedy
i tylko wtedy, gdy liczba wyjsSciowa ma te wtasnosé.
Na przyktad 145321 podzielimy na bloki 1, 4, 5, 3, 2, 1,
ktérych suma jest 1 +44+5+3+2+1=16.

Nieco rzadziej méwi sie o podobnej cesze podzielnosci
przez 11. Jedyna réznica jest to, ze bloki podziatu maja
po dwie cyfry. Na przyklad liczbe 7345891 podzielimy
na bloki 7, 34, 58, 91 o sumie 7 4+ 34 4+ 58 4+ 91 = 190.
Wezmy bloki po 3 cyfry, a otrzymamy ceche podzielno$ci

przez 37.
Jak to dziata?

Wprowadzmy odrobine pozytecznej nomenklatury. Dla
danej liczby liczbe utworzona z jej k koncowych cyfr
nazwiemy jej k-koncem, a utworzong z pozostalych cyfr —
k-poczatkiem. Zatem 1-koniec liczby 56743287 to 7, a jej

3-poczatek to 56743.

Zacznijmy od uzasadnienia cechy podzielnoéci przez 3.

A jaka ceche podzielnosci uzyskamy dla
d bedacego dzielnikiem liczby
99...900...07

Czytelnik Uogdlniajacy zauwazy, ze
analogiczne rozwazania pozostaja stuszne
w kazdym systemie pozycyjnym.

Czytelnik Poprawiajacy dostrzeze, ze
przedstawiong obok argumentacj¢ mozna
ulepszy¢: potegi liczby 10 nie moga by¢
podzielne przez d, wigc mozna wykluczyé
reszte d i uzyskaé t < d — 1.

Wiecej o funkcji Eulera mozna przeczytaé
np. w artykule Witolda Bednarka (Aig)

Pawel Rafal BIELINSKI

Student, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW
Zauwazmy, ze 3 jest dzielnikiem liczby 9, zatem liczba
10a + b daje te sama reszte z dzielenia przez 3 co liczba
mniejsza od niej o 9a, czyli liczba a + b. To oznacza,
ze liczba naturalna, np. 32467, daje przy dzieleniu
przez 3 te sama reszte co suma jej 1-poczatku i 1-konca,
3246 4+ 7. Ale w ten sam sposOb mozemy stwierdzié, ze
i jej 1-poczatek 3246 daje te sama reszte co suma jego
1-poczatku i 1-konca, czyli 324 4+ 6. Wobec tego reszta
z dzielenia wyjsciowej liczby 32467 jest taka sama jak
liczby 324 + 6 4 7. Powtarzajac rozumowanie jeszcze
kilkukrotnie, stwierdzamy, ze taka sama reszte daje tez
po prostu suma cyfr liczby wyjsciowe;j.

Dla cechy podzielnosci przez 11 zauwazmy, ze liczba ta
jest dzielnikiem liczby 99. Wobec tego reszta z dzielenia
liczby 100a + b przez 11 jest taka sama jak liczby

100a + b — 99a = a + b. Zatem kazda liczba naturalna
przy dzieleniu przez 11 daje te sama reszte co suma jej
2-poczatku i 2-konca. Znowu, interesujaca nas cecha
wynika z kilkukrotnego zastosowania tej obserwacji.

Wreszcie cecha podzielnoéci przez 37 bierze sie stad, ze
999 jest wielokrotnoscia tej liczby. Zatem 1000a + b daje
te sama reszte co 1000a + b — 999a = a + b, a jest to suma
3-poczatku i 3-konica liczby 1000a + b. Jest to tez prawda
dla kazdego innego dzielnika liczby 999, w szczegoélnosci
dla liczby 27.

Te rozwazania mozemy podsumowac i uogélni¢ w postaci nastepujacego
stwierdzenia: jedli liczba d jest dzielnikiem liczby 999...9, skladajacej sie

z t dziewiatek, to reszta z dzielenia liczby n przez d jest zawsze taka sama jak
dla sumy t-poczatku i t-konca tej liczby.

Celem 2-konca niniejszego artykulu jest pokazanie, ze dla kazdej liczby d
wzglednie pierwszej z 10 mozna stworzy¢ ceche podzielnosci tego szczegdlnego,
blokowego typu. Innymi slowy, musimy wykazac, ze wsrod wielokrotnosci takiej
liczby d zawsze znajdziemy liczbe, ktorej zapis dziesietny sklada sie z samych
dziewiatek. Proponujemy dwie metody dojécia do tego wniosku.

Zasada szufladkowa

Pierwszy sposob opiera sie na szczegblnym przypadku stynnej zasady
szufladkowej, o ktérej mozna przeczytaé w AlZ AS, i Alg. Ustalmy liczbe d
wzglednie pierwsza z 10. Rozwazamy liste wszystkich liczb, ktorych zapis
dziesietny sktada sie¢ z samych dziewiatek: 9, 99, 999, 9999, ... Jest ich
nieskonczenie wiele, wiec pewne dwie z nich muszg dawacé te samag reszte

z dzielenia przez d. Wobec tego ich réznica, rowna 999...9 —999...9 =
=99...900...0, dzieli sie przez d. Ale 99...900...0=199...9-100...0. Teraz
skorzystamy z zalozenia, ze d nie ma wspolnych dzielnikéw z liczba 10, a wiec
nie ma ich tez z jej potega, 100...0. Zatem d jest dzielnikiem liczby 99...9,

co konczy uzasadnienie.

Zauwazmy jeszcze, ze powtérzenie reszty z dzielenia przez d musi sie zdarzy¢
juz wéréd d + 1 pierwszych liczb na liscie 9, 99, 999, ..., poniewaz mozliwych
reszt jest d < d+ 1. W takim razie wskazana powyzej liczba 99...900...0 ma
co najwyzej d dziewiatek. Widzimy wiec, ze poszukiwane t nie tylko istnieje, ale
tez ze minimalne t jest nie wieksze niz sama liczba d. W kolejnej czesci, stosujac
bardziej zaawansowane metody, znajdziemy doktadniejsze oszacowanie.

Dalsza eliminacja

Wprowadzmy na scene jednego z najwigkszych celebrytéw klasycznej teorii liczb.
Mowa tu o tzw. tocjencie, znanym tez jako funkcja Eulera i oznaczanym .
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Czytelnik Ciekawski dowie sie, ze
minimalne ¢ jest réwniez dzielnikiem A(d),
gdzie A oznacza tzw. funkcje Carmichaela.
Trudno natomiast, w ogdlnosci,
przewidzieé jego dokladng wartosé.

Dla danej liczby naturalnej n jej tocjent ¢(n) wyraza liczbe liczb naturalnych
dodatnich, ktore sa mniejsze od n i sa z ta liczba wzglednie pierwsze. Na
przyklad ¢(5) =4, bo 5 jest wzglednie pierwsza z 1,2,3 i 4. Z kolei ¢(6) = 2,
bo 6 jest wzglednie pierwsza z 11 5, ale nie z 2, 3 ani 4.

Jesli liczba a ma wspdélny dzielnik z n, to jest on takze dzielnikiem kazdej liczby,
ktora daje reszte a przy dzieleniu przez n. Istotnie, oznaczajac ten wspélny
dzielnik jako x i piszac a = za’, n = zn’, mamy kn + a = kan’ + za’ = z(kn' + d’).
Oznacza to, ze reszta z dzielenia przez n liczby wzglednie pierwszej z n jest tez
wzglednie pierwsza z n. Takich reszt jest, z definicji, ¢(n).

Zastosujmy ten fakt. Wezmy, jak zwykle, liczbe d, ktéra jest wzglednie pierwsza
z 10. Jest tez ona wzglednie pierwsza z kazda potega liczby 10. Wobec tego
kazda liczba postaci 100...0 daje jedna sposréd ¢(d) reszt z dzielenia przez d.
Zatem ktores dwie z ¢(d) + 1 liczb 1, 10, 100, ..., 10...0 daja jednakowa reszte
z dzielenia przez d. Wobec tego d jest dzielnikiem ich réznicy, 99...900...0, ktéra
ma co najwyzej ¢(d) cyfr, a wiec co najwyzej ¢(d) dziewiatek. Korzystajac ze
wzglednej pierwszosci d i 10, stwierdzamy, ze sam poczatek tej liczby, 99...9,
zlozony z co najwyzej ¢(d) dziewiatek, jest podzielny przez d. Stad minimalne ¢
jest nie wigksze niz o(d).

Jest to pewna poprawa, bo ¢(d) to zazwyczaj liczba istotnie mniejsza niz d.

Wspomnijmy tu jeszcze stynne twierdzenie Eulera, mowiace, ze jesli liczby a i n
sa wzglednie pierwsze, to n jest dzielnikiem liczby a?(™ — 1. W szczegblnosci
biorac a = 10, n = d, stwierdzamy, ze mozna wybraé t = ¢(d). Da sie tez stad
wywnioskowaé, ze minimalne ¢ jest nawet dzielnikiem ¢(d).

Zadania (wskazéwki do zadan mozna znalezé na stronie 9)

1. Wykaz, ze jesli liczba 333 ...
to n jest podzielne przez 6.

2. Uzasadnij, ze dana liczba dzieli sie¢ przez 7 wtedy i tylko wtedy, gdy réznica
jej 3-poczatku i 3-konca dzieli sie przez 7.

3. Uzasadnij, ze jesli zapis dziesietny liczby podzielnej przez 9 sklada sie

z samych dwojek, to liczba ta jest podzielna przez 37. Wskaz liczbe, ktérej zapis
dziesietny sklada sie z samych dwéjek i ktéra dzieli sie przez 37, ale nie przez 9.

333, ztozona z n trojek, jest podzielna przez 99,

Skad wiadomo, ile gwiazd rodzi sie w galaktyce?

Miguel FIGUEIRA

Adiunkt, Narodowe Centrum Badan
Jadrowych

Masa Storica to 1,989x10%° kg.

O masywnych gwiazdach méwimy, gdy
ich masa przekracza 8 M. Wiecej na
temat ewolucji masywnych gwiazd mozna
przeczyta¢ w artykule ,,Gwiezdne
przedszkola — Obszary HII w galaktyce”

@30):

Widmo ciala doskonale czarnego jest
opisywane przez prawo Plancka. Relacje
miedzy dlugoscig fali o maksymalnej
mocy promieniowania a temperatura ciata
doskonale czarnego opisuje prawo Wiena.

Tworzenie i umieranie gwiazd odgrywa fundamentalng role w ewolucji galaktyk,
dlatego tez astrofizycy szukaja najlepszych sposobéw, aby precyzyjnie oszacowaé
liczbe gwiazd tworzonych w danej galaktyce w okreslonym czasie. Ten parametr
fizyczny nazywamy tempem powstawania gwiazd (star formation rate, SFR).
Wyznaczong warto$¢ SFR wyrazamy w jednostkach mas Stonca tworzonych

w ciagu jednego roku (Mg yr—!). Ale w jaki sposéb my, na naszej malutkiej
planecie, mozemy obliczy¢ te wielko$é, skoro interesujace nas galaktyki znajduja
sie miliony lat Swietlnych od nas?

Gwiazdy maja rézne masy poczatkowe — od 0,08 do kilkuset mas Stonca — a im
masywniejsza gwiazda, tym szybciej przebiega jej ewolucja. Masywne gwiazdy
sa tak energetyczne, ze ich $wiatlo jest mocniejsze od swiatta wszystkich innych
gwiazd w danej galaktyce. Pomiar strumienia emitowanego $wiatta méwi nam
o liczbie takich masywnych gwiazd, a z pomoca kilku teoretycznych modeli
astrofizycy sa w stanie obliczy¢, ile takich gwiazd Srednio powstaje w galaktyce
w ciggu roku.

Ale w jakim zakresie energetycznym emitowane jest $wiatto masywnych
gwiazd? Teoretycznie, promieniowanie pochodzace z gwiazd mozna opisaé jako
promieniowanie ciala doskonale czarnego — dlugos¢ emitowanej fali $wiatta jest
dyktowana tylko przez temperature emitujacego je obiektu. Masywne gwiazdy
maja temperature okoto ~30 000 K, totez promieniuja gléwnie w zakresie
ultrafioletowym (UV, zakres dlugosci fali od 10 nm do 400 nm).
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