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Trzy warianty problemu bankructwa
z Talmudu razem z rozwigzaniami.

| 100 200 300
Zona 1 (100) | 33,(3) 50 50
Zona 2 (200) | 33,(3) 75 100
Zona 3 (300) | 33,(3) 75 150
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*Nie wiemy, jakie bylo to ubranie, ale aby
dalsza cze¢s¢ historii miala wigcej sensu,
lepiej wyobrazaé sobie, ze byt to dlugi
szal modlitewny, a nie jeansowe spodnie.

Rozwigzanie zadania M 1689.

Na poczatku zauwazmy, ze opisana

w zadaniu konfiguracja jest analogonem
stereometrycznym nastepujacego dobrze
znanego lematu, ktéry cze¢sto nazywany
jest lematem o czwdrlisciu:

W tréjkacie ABC punkty I i J sq
srodkami okregow: wpisanego

i dopisanego (stycznego do boku BC').
Niech prosta IJ przecina okrqag opisany
na tréjkacie ABC w punkcie K # A.
Wowczas IK = K J.

Rozwazmy teraz plaszczyzne
przechodzaca przez prosta AIJ

i prostopadly do plaszczyzny BCD.
Przecina ona obie sfery wzdtuz ich
okregéw wielkich. Niech styczne
poprowadzone z punktu A do tych
okregéw przecinajg pltaszczyzne BC'D

w punktach X i Y. Wtedy I i J sa
$rodkami okregéw: wpisanego

i dopisanego tréojkata AXY (korzystamy
tu z tego, ze punkty stycznosci sfer
wpisanej i dopisanej do BC'D naleza
réwniez do badanej ptaszczyzny, co
nietrudno uzasadnié). Zatem na
podstawie powyzszego lematu srodek
odcinka I.J lezy na tuku XY okregu
opisanego na tym tréjkacie. Jednakze
zaréwno X, jak i Y lezg wewnatrz sfery
opisanej czworoécianu ABC D, dlatego tez
tuk XY lezy réwniez wewnatrz tej sfery,
a zatem

o 1J
IK > — > JK.

Problem bankructwa z Talmudu
Oskar SKIBSKI

Jedna z historii w Talmudzie Babiloriskim (Ketubot 93a) opisuje nastepujaca
sytuacje. Mezczyzna majacy trzy zony umiera. W kontrakcie malzenskim obiecal
im kolejno 100, 200 i 300 zuz, czyli starozytnych srebrnych monet. Niestety, gdy
umieral, jego majatek byt zbyt maly, aby mozna bylo spelni¢ te obietnice. Jak
sprawiedliwie rozdzieli¢ majatek miedzy zony?

W Talmudzie przedstawione sg trzy warianty problemu oraz ich rozwiazania.
Jezeli majatek wynosit 100 monet, to zony powinny podzieli¢ si¢ nim po réwno.
Jezeli wynosil 200 monet, to pierwsza zona powinna dostaé ich 50, a pozostate
dwie po 75. Z kolei jezeli majatek wynosit 300 monet, to pierwsza zona powinna
dostac ich 50, druga 100, a trzecia 150.

Rozwiazania te wydaja sie jednak — lagodnie méwiac — dziwne. Podzial po
réwno (jak przy 100 monetach) oraz podzial proporcjonalny (jak przy 300)
wydaja sie naturalne. Niezrozumiate jest jednak to, czemu inaczej dzielimy 100
monet, a inaczej 300. A juz kompletnie dziwny wydaje sie podzial 200 monet,
ktéry nie jest ani réwny, ani proporcjonalny. O co wigc tutaj chodzi?

To pytanie zadawali sobie badacze Talmudu przez prawie dwa tysiace lat.
Wielu przedstawialo niezbyt przekonujaca argumentacje, a ci, ktérym nawet
to sie nie udato, sugerowali, Ze to btad kopisty. Przelomem okazata si¢ dopiero
praca Roberta Aumanna (laureata Nagrody Nobla z ekonomii) oraz Michaela
Maschlera z 1985 roku, ktorzy rozwiazali te zagadke: nie tylko znalezli ogdlna
zasade, ktora prowadzi do wspomnianych rozwiazan, ale takze pokazali, ze
metoda ta jest sensowna i ma wiele pozadanych wlasnosci.

Zanim opowiemy, jak podzieli¢ caly majatek miedzy wdowy, skupimy

si¢ na zadaniu tatwiejszym — na podzieleniu ubran denata. Spdr o ubior
(Contested Garment) to prostsza sytuacja, ktéra takze pojawia sie w Talmudzie
Babiloniskim (Baba Mecyja 2a). Dwéch mezczyzn staje przed sadem, trzymajac
ubranie*. Pierwszy méwi ,,Caloéé jest moja”, a drugi — ,,Polowa jest moja”.
Sedzia decyduje, aby pierwszemu mezczyznie daé¢ 3/4 ubrania, a drugiemu 1/4.

Ten podzial uzasadni¢ mozemy doé¢ tatwo, nie ma zatem o co drzeé szat. Sedzia
polozyt pewnie ubranie na stole i stwierdzil, ze do jego lewej potowy roszczenie
wnosza obaj mezczyzni, a do prawej wnosi tylko pierwszy z nich. Dal zatem te
prawa polowe pierwszemu mezczyznie, a sporng lewa polowe podzielil po réwno.

Rozpatrzmy przypadek ogdlny. Niech (F;c1, o) oznacza spér, w ktérym wartosé
ubrania to F, a roszczenia to ¢y i co. Zakltadamy tutaj, ze 0 < ¢; < ¢g oraz ze
suma roszczen jest wyzsza lub réwna wartosci ubrania: E < ¢y + ¢3. Metoda
podzialu to zatem funkcja, ktéra dla danego (E;cq,c) zwraca pare wyplat

(21, 22), ktére sumuja si¢ do E.

Przedstawione powyzej rozumowanie definiuje nastepujaca metode podziatu
(oznaczymy ja ¢*). Jezeli E — ¢ jest nieujemne (do czesci ubrania druga
osoba nie wnosi roszczenia), to ta cze$¢ powinna trafi¢ do pierwszej osoby.
Analogicznie, jezeli E — ¢; jest nieujemne, to powinno trafi¢ do drugiej osoby.
Reszte dzielimy po réwno. Uzywajac notacji ()4 = max{z,0}, dostajemy
©*(E;er,c2) = (a7, 23), gdzie wyplata osoby ¢ (przyjmujac, ze druga osoba to j)
to L

ZC: = (E — Cj)+ —+ §(E — (E — Ci)+ — (E — Cj)+).
Podziat ten mozemy zilustrowaé¢ w nastepujacy sposob:

C1

E—Cl

C2



Tabelka przedstawiajaca podzial
¢*(E;c1,c2) w zaleznosci od E:

‘ ™1 T2

E<c E/2 E/2
c1 < E<e c1/2 E—c1/2
<E ci—c2+ E co—c1+ E
c
2 2 2
Na wykresie wyglada to tak:
c2
c1 x2
cg— —
2
c1
cy 1
o R
E
0 c1 co c14eo

Rozwigzanie zadania M 1688.

Dla nieparzystych n.

Najpierw pokazemy, ze dla nieparzystych
n jest to mozliwe. Powiedzmy, ze blok to
taki zestaw kolejnych punktéw tego
samego koloru, ze punkty znajdujace sie
bezposrednio po jego lewej i prawej
stronie majg przeciwny kolor.

Latwo zauwazyé, ze blok o nieparzystej
liczbie punktéw mozna przemalowaé na
przeciwny kolor. Jezeli blok ma 1 punkt,
to oczywiste. Zalézmy zatem, ze blok ma
co najmniej 3 czerwone punkty,

i rozwazmy jego trzy ostatnie punkty oraz
pierwszy sasiedni punkt, tzn. sekwencje
postaci (...)CCCN. Wéwczas na mocy
warunkéw zadania mozemy go
przemalowaé w nastepujacy sposéb:

(...)CCCN = (...)CNCN — (...)CNNN.

Wobec tego mozemy zmienié¢ kolor dwoch
ostatnich punktéw w bloku. Poniewaz
rozwazany blok ma nieparzysta liczbe
punktéw, postepujac analogicznie,
doprowadzimy do sytuacji, w ktérej
pierwszy punkt bloku bedzie czerwony,

a jego sasiedzi niebiescy (NCN), co tatwo
przemalujemy na NNN.

Jesli po przemalowaniu bloku nadal
istniejg punkty réznych koloréw, to ze
wzgledu na to, ze n jest liczbg
nieparzysta, istnieje nadal blok
nieparzystej dtugoéci. Jest wigc jasne, ze
kontynuujac ten proces, otrzymamy

n punktéw jednokolorowych.

Jedli 4 | n, to dzielimy zbiér wszystkich
punktéw na sekwencje czterech kolejnych
punktéw i kazda z nich malujemy

w nastepujacy sposéb: NNCC. Wtedy nie
mozemy przemalowaé zadnego z punktéw.

Jedli zas n = 2 (mod 4), to wyrdzniamy
dwa sasiednie punkty i malujemy je

w sposéb NN, pozostate punkty dzielimy
na czworki i kolorujemy je tak jak
poprzednio: NNCC. Latwo zauwazy¢, ze
w dwoéch ruchach mozna jedynie albo
wréci¢ do poczatkowej konfiguracji, albo
przej$é do analogicznej.

Analizujac, jak wyglada podziat dla réznych wartosci E (pomocna jest w tym
tabelka i wykres na marginesie), mozemy zinterpretowaé¢ metode p* jako proces
dzielenia wartosci £ moneta po monecie. Dopdki E jest mniejsze niz cp, kazda
monete dzielimy po réwno miedzy obie osoby (do tej monety obie osoby wnosza
roszczenia). Kiedy E przekroczy ¢p, to kazda kolejna moneta idzie do drugiej
osoby (do tej monety pierwsza osoba nie wnosi roszczen). Kiedy E przekroczy ca,
to znowu kazda monete dzielimy po réwno (obie polowy tej monety mozemy
zinterpretowaé jako czedci, do ktérych tylko jedna z os6b wnosi roszczenie).
Widzimy zatem, ze nasza metoda jest monotoniczna — dla ustalonych roszczen
wieksza warto$¢ F przeklada sie na wieksza wyptate dla obu osob.

Problem bankructwa to uogdlnienie sporu o ubiér na wiecej niz dwie osoby.
Oznaczmy przez (E;cq,...,c¢,) sytuacje, w ktorej majatek to E, a roszczenia
zon to c1, ..., c,. Ponownie zalozymy, ze 0 < ¢; < -+ < ¢, oraz ze suma roszczen
jest wigksza lub réwna majatkowi: E < Y7 | ¢;. Metoda podzialu dla danego
(E;cqy...,¢q) zwraca n liczb (21, ..., 2, ), ktére sumuja sie do E.

W jaki sposéb mozemy uogélni¢ rozwiazanie dla sporu o ubiér na dowolna
liczbe 0s6b? Aumann i Maschler zaproponowali nastepujaca metode: powiemy,
ze rozwigzanie jest spdjne z rozwiazaniem sporu o ubidr, jezeli dowolne dwie
zony podzielityby sie swoja wspdlng wyplata w sporze o ubiér w ten sam
sposdb, jak podzielono majatek teraz. Formalnie, podzial (z1,...,x,) jest spdjny
z metoda ¢*, jezeli dla kazdej pary ¢, 7 mamy:
¢ (@i + x5 000¢5) = (2, 35).-

Czy tak da sie zrobi¢? I jezeli tak, to czy na jeden sposéb? Do tych pytan zaraz
wrocimy, ale sprawdzmy najpierw, czy spdjnosé jest spojna z oryginalnymi
rozwiazaniami opisanymi w Talmudzie. Wezmy np. sytuacje, w ktérej majatek
denata wynosi 200 monet. Dostajemy wowczas nastepujace sformulowanie
problemu (200; 100, 200, 300), dla ktérego rozwigzaniem jest (50,75,75).
Sprawdzmy zatem dowolna pare¢ zon:

©*(125;100,200) = (50,75) = ¢*(125;100,300), ¢*(150;200,300) = (75,75).
Rzeczywiscie, zgadza sie! Dla pozostalych wariantéw, 100 i 300 monet,
rozwiazania z Talmudu tez sg spdjne, co pozostawiamy do sprawdzenia
Czytelnikowi.

Skupmy sie teraz na pytaniu, czy moze by¢ wiecej niz jedno spdjne rozwiazanie
problemu bankructwa? Okazuje sie, ze nie. Zalézmy, ze mamy dwa spdjne
rozwiazania, (1,...,Zn) 1 (Y1,...,yn). Skoro sie réznia, to musi istnie¢ zona i,
ktéora w pierwszym podziale ma wigksza wyplate niz w drugim: x; > y;.
Wynika z tego, ze musi takze istnie¢ zona j, ktéra w pierwszym podziale ma
mniejszg wyplate niz w drugim: x; < y;. Bez straty ogdlnoéci mozemy zalozy¢,
ze w pierwszym podziale obie zony dostaja razem nie mniej niz w drugim:

x; + x; 2 y;i +y;. Czy jest teraz mozliwe, ze oba podzialy, (z;,z;) oraz (v;,v;),
pochodza z metody ¢*? Czyli czy moze by¢ tak, ze ¢*(x; + x;,¢i, ¢;) = (x4, ;)
oraz ©*(yi + y;, ¢, ¢j) = (yi,y;)? Gdyby tak bylo, to zona j dostalaby mniejsza
wyplate (z; < y;) przy podziale wickszej (lub réwnej) wartosci (z; +x; = y; + ;).
A tak by¢ nie moze, bo przeczy to monotonicznosci metody ¢* — dostaliSmy
sprzeczno$c.

Udowodnilismy wiec, ze jest najwyzej jedno rozwigzanie problemu bankructwa
spojne z rozwiazaniem sporu o ubior. Jak ono wyglada? O tak:

C1 2 Co
/ /2 C3/2 Cn/2
j[ | ==
/2 a2 C3/2 cn/2

Obrazek powyzej przedstawia hipotetyczny system naczyn potaczonych, ktory
definiuje metode podzialu. Mamy n naczyn o pojemnosci cy, . .., c,, kazde ztozone
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System naczyn potaczonych dla sytuacji
opisanych w Talmudzie

150

150 | 2%
F | 200
X0

Whikliwy Czytelnik moze zastanowié sie,
jaki system naczyn polaczonych bedzie

odpowiadal podzialowi proporcjonalnemu:

Sa'i(E; Cly. .- 7Cn) =E- 01/07

A jaki podziatowi ,po réwno, ale nie
wigcej niz roszczenie zony”, czyli
wi(E;c1,...,cn) = min{c;,a} dla
pewnego (jednoznacznie
wyznaczonego) a?

L...]

Rozwigzanie zadania M 1687.
Wystarczy wziaé liczby catkowite

b+1 b(b+1) (b+1)?
T=—) y= , z2= .

1 = -
a a a?

z dwéch zbiornikéw potaczonych bardzo cienka rurka o pomijalnej objetosci.
U podstawy wszystkie naczynia taczy rownie cienka rurka. Metoda podziatu
okreslona jest teraz tak: do tak okreslonego systemu wlewamy E wody i kazdej
zonie przyznajemy tyle majatku, ile wody znajdzie sie w jej naczyniu.

Latwo teraz sprawdzi¢, ze dla dwdch zon opisana metoda odpowiada

metodzie p*. Dobrze widaé to z opisu sekwencyjnego: dopdki E jest mniejsze
niz c¢1, woda po réwno wypelnia naczynia pierwszej i drugiej zony. Kiedy

FE przekroczy c1, to wody przybywac¢ bedzie tylko w drugim naczyniu. W kornicu
kiedy E przekroczy co (czyli zostanie mniej niz (¢; + ¢2) — ¢o = ¢1 powietrza

w obu naczyniach), woda znowu zacznie réwnomiernie wypelniaé¢ oba naczynia.

Popatrzmy teraz na dowolny podzial majatku wynikajacy z naszego systemu
naczyn polaczonych: (x1,...,x,). Wezmy dowolne dwie zony i, j. Kiedy skupimy
sie na ich naczyniach, latwo zauwazymy, ze ¢*(x; + x;; ¢;, ¢;) = (x4, x;), tzn.
podzial (x;,z;) sumy ich wypltat z; + x; przy roszczeniach ¢;, ¢; odpowiada
podzialowi uzyskiwanemu metoda p*. Jest tak, poniewaz ilo$¢ wody

w naczyniach obu zon jest taka sama, jak gdyby z systemu usunaé¢ wszystkie
pozostate naczynia i wlaé¢ x; + x; wody. A skoro wczeéniej stwierdziliSmy, ze
wiecej niz jedno spdjne rozwiazanie nie moze istnie¢, wiemy teraz, ze jest to
jedyne spéjne rozwiazanie problemu bankructwa.

Nasz dotychczasowy opis podzialu nie byl zbytnio Scisty, a niektérzy mogliby
wrecz uznaé go za ,lanie wody”. Aby podaé formalny wzoér, zacznijmy od
zauwazenia, ze opisana metoda jest autodualna, czyli zyski dzieli w ten sam
sposéb, co straty. Jezeli wyplate Zony ¢ oznaczymy przez g;, a sume roszczen
przez C, to mamy:

Vi(Eic1y ... en) =¢ —@i(C—Escqy...,cp).
Wartoé¢ C' — E to po prostu to, ile majatku brakuje, aby spelnié¢ wszystkie
roszczenia. Wzér ten oznacza zatem, ze kazda zona otrzymuje cale swoje
roszczenie pomniejszone o sprawiedliwg czes¢ kwoty, ktérej brakuje.

Aby zobaczyé, ze wlasnosé ta jest spelniona, wystarczy popatrzeé¢ znowu na nasz
system naczyn potaczonych. To, ile wody znajdzie si¢ w naczyniu, jest réwne
pojemnodci tego naczynia minus ilos¢ powietrza, jakie w tym naczyniu zostanie.
Powietrze wypelnia jednak naczynia od géry dokladnie w ten sam sposéb, jak
woda wypehia je od dotu, a we wszystkich naczyniach jest dokladnie C'— E
powietrza.

Policzmy teraz, ile majatku potrzebujemy, aby k pierwszych oséb dostato potowe
swojego roszczenia. Oznaczymy te wartosé przez f(k). Mamy:

¢ | Ck
1<i<k
W szezegolnosci f(1) =n - ¢1/2 oraz f(n) = C/2. Z autodualnosci wiemy takze,
ze jezeli majatek pokrywa polowe wszystkich roszczen, to mozemy odwrdcié
sytuacje i skupi¢ sie na podziale brakujacej czesci majatku. Nasza metode
opisuje zatem nastepujacy wzér:

(£,....5) jezeli E < f(1),
P(E;ct,. . oven) = (L., %, % 4 B0 0y jezeli f(k) < E < f(k+1),

(c1,--- ...Cp) jezeli E > C)/2.

Dla sytuacji opisanej w Talmudzie mamy: f(1) = 150, f(2) = 2501 f(3) = 300.
Podane scenariusze przedstawiaja zatem po jednym przykladzie na kazdy

z trzech przedziatéw: 100 € [0,150), 200 € (150, 250] i 300 € (250, 300]. Sprytnie
pomyslane!

W naszym artykule pomineliémy jeden istotny szczeg6t: Aumann i Maschler
napisali, ze nie znalezliby omawianej metody, gdyby nie... gry koalicyjne

(o grach koalicyjnych wspominali$my juz w Aij oraz All). Okazuje si¢ bowiem,
ze opisana metoda podzialu to tak zwane jgderko (nucleolus) pewnej gry
koalicyjnej. O tym jakze ciekawym wyniku opowiemy juz jednak kolejnym
razem.
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