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Jest to uproszczona wersja dowodu Hillela
Furstenberga z 1955 roku (ktéry otrzymat
nagrode Abela w roku 2020 — szczegdly

w A;é), ktéra Idris D. Mercer przedstawit
w 2009 roku na tamach czasopisma

The American Mathematical Monthly.

Jest to fakt analogiczny do klasycznych
dzialan: z prawa rozdzielnosci mnozenia
wzgledem dodawania mozemy zapisaé

(a+b)(c+d) = ac+ ad + be + bd.
Role mnozenia przejmuje cze$¢ wspdlna
zbioréw, a role dodawania — suma
zbioréow.

Autorem drugiego dowodu jest Filip
Saidak, ktérego publikacja na ten temat
ukazata si¢ w 2006 roku réwniez

w The American Mathematical Monthly.

Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele
Karol GRYSZKA*

Jest wiele dowoddéw na to, ze zbidr liczb pierwszych jest nieskonczony. Ponizej
pragniemy przedstawi¢ malo znany dowdd, ktorego podstawa sa dzialania na
zbiorach. Jest to o tyle ciekawe, ze fakt liczbowy dowodzimy przez operacje na
zbiorach.

Definicja. Jezeli m i r sa liczbami catkowitymi oraz m > 1, to zbiér r + mZ
oznacza zbior liczb calkowitych przystajacych do » modulo m, to jest
r+mZ:={r+mk: k €Z}.
Kazdy z takich zbioréw nazwiemy zbiorem typu ciqg arytmetyczny,
w skrécie CA.
Oznaczenie. Zbiér
NW(m) :=(1+mZ)U (2+mZ)J ((m —1) +mZ)
jest zbiorem wszystkich liczb niebedacych wielokrotnoéciami liczby catkowitej m.

Stwierdzenie 1. Przeciecie skoniczenie wielu zbioréw CA jest albo zbiorem
pustym albo zbiorem nieskonczonym.

Dowdd. Jezeli = jest elementem kazdego ze zbiordéw r; + m;Z dlai=1,... k,
to x + ny réwniez jest, gdzie y = NWW(my, ..., my) oraz n € Z.

Stwierdzenie 2. Jezeli A jest rodzing zbioréw, to kazde skorficzone przeciecie

skoniczonych sum zbioréw z A jest skonczong sumg skoniczonych przecieé

zbioréw z A.

Dowdd. Jest to konsekwencja réwnosci
(AUB)N(CUD)=(ANnC)U(ANnD)U(BNC)u(CnD),

ktéra uogdlnia sie na wiecej sktadnikéw sum oraz wiecej przeciegé.

Twierdzenie. Liczb pierwszych jest nieskoniczenie wiele.

Dowdd za pomoca dziatan na zbiorach. Gdyby pi, ..., pr byly pelna listg liczb
pierwszych, to

{-1,1} =NW(p1) NNW(pa)N...NNW(pg).
Po prawej stronie zapisane jest skoniczone przeciecie skonczonych sum zbioréw
typu CA, zatem na podstawie stwierdzenia 2 jest to réwniez skonczona suma
skonczonych przecieé¢ zbioréw typu CA, czyli na podstawie stwierdzenia 1
zbiér {—1, 1} bylby suma zbioréw albo pustych, albo nieskoniczonych, co jest
oczywiscie niemozliwe.
Przedstawimy jeszcze jeden dowdd, ktéry bazuje na tylko jednym, elementarnym
fakcie.

Fakt. Dla dowolnego n > 1 liczby n oraz n + 1 sa wzglednie pierwsze.
Dowdd. Jezeli Czytelnik nie jest przekonany, to algorytm Euklidesa go przekona.
PrzejdZzmy ponownie do dowodu naszego twierdzenia.

Dowdd (jeszceze raz). Ustalmy n > 1. Liczby n oraz n + 1 sa wzglednie pierwsze,
zatem liczba
Ny =n(n+1)

posiada co najmniej dwa rézne dzielniki pierwsze. Liczby Ny oraz No + 1 sa
wzglednie pierwsze, zatem liczba

N3 = N3(Nz 4+ 1) =n(n+ 1)[n(n+1) +1]
posiada co najmniej trzy rézne dzielniki pierwsze. Liczby N3 oraz N3 + 1 sa
wzglednie pierwsze, zatem liczba

Ny = N3(N3+1) =n(n+1)[n(n+1) +1] {n(n + 1) [n(n+1)+1] + 1}

posiada co najmniej cztery rozne dzielniki pierwsze. I tak dalej,
w nieskoniczono$c.
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