Klub 44 M
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Termin nadsytania rozwigzan: 31 XII 2021

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan
zadan 817 (WT = 2,06) i 818 (WT = 2,23)
z numeru 3/2021

Pawet Burdzy Warszawa 45,41
Jakub Wegrecki Krakéw 45,17
Michal Adamaszek  Kopenhaga 44,74
Mikotaj Pater Opole 42,27
Piotr Kumor Olsztyn 38,33
Fukasz Merta Krakéw 34,61
Witold Bednarek L.6dz 34,60
Blazej Zmija Krakéw 33,78
Tomasz Czajka Santa Clara 33,74

Wreszcie — po blisko roku czekania — nowe
nazwiska w matematycznym Klubie 44 —

i to od razu dwa: panowie Pawel Burdzy

i Jakub Wegrecki. Witamy! Dla kontrastu,
pan Michat Adamaszek mija mete juz
sz6sty raz!

Zadania z matematyki nr 827, 828
Redaguje Marcin E. KUCZMA

827. Niech T,, oznacza liczbe naturalna, ktorej zapis dziesietny sktada sie
z m tréjek (np. Ty = 3333). Wyjasnié, czy istnieja takie liczby naturalne m, n,
ze suma cyfr liczby nT,, jest mniejsza niz 3m.

828. Dana jest liczba naturalna n > 2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste ¢

takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, ..., x, zachodzi nieréwnos¢
n n n
S lew > e )3 Ll + {ZxJ
i=1 i=1 i=1

Zadanie 828 zaproponowal pan Mikotaj Pater z Opola jako uogdlnienie znanej
nieréwnosci |2z + [2y]| = |z] + |y] + [z + y].

Rozwigzania zadan z numeru 6/2021
Przypominamy tres¢ zadan:

823. Znalezé wszystkie tréjki liczb rzeczywistych x, y, z, spetniajace uktad réwnan

sin x siny sin z in(@ +y + 2)

= = = —sin(z + y + 2).

2 3 1 Y
824. Niech (p1, p2, ps, - . .) bedzie rosnacym ciggiem wszystkich liczb pierwszych (p1 = 2). Dlan > 1
niech ¢, oznacza liczbe wyrazéw tego ciggu, ktére sa mniejsze od n (w zwykle uzywanej notacji:
qn = m(n—1)), i niech a,, = n + pn, by, = n + q,. Udowodnié, ze kazda liczba catkowita dodatnia jest
wyrazem dokladnie jednego z ciagéw (a.), (by).

823. Oznaczmy = + y + z = s. Gdy podany uktad réwnan jest spelniony, kazde
z wyrazen X =sinx + 2sins, Y =siny + 3sins, Z =sinz+4sins ma
wartosé 0. Zatem

0=X+Y —Z=(sinz+siny) + (sins —sinz) =

94 r+y m—y+2, s—2z s+ z §— 2z =
= 2sin cos sin cos =
2 2 2 2 =zr+y
. Tty xr+z Y+ z
= 2sin - 2cos > cos 5 -

Stad alternatywa: liczba x 4 y jest parzysta wielokrotnoscia 7 lub jedna z liczb
T+ z, y + z jest nieparzysta wielokrotnoscia w. Wéwczas, odpowiednio, sin s
réwna sie sinz lub —siny lub —sinz. W kazdym przypadku ukltad réwnan
X =Y =7 =0 wymusza réwnoé¢ sin s = sin z = siny = sinx = 0. To znaczy, ze
kazda z liczb z,y, z jest wielokrotnoscia liczby 7. Na odwrodt, gdy tak jest, zadany
uktad réwnan jest spelniony.

824. Dla kilku najmniejszych liczb naturalnych zgadza sie: 1 = by, 2 = b,

3 = a1, 4 = bs. Wezmy teraz liczbe naturalng m > 3 i przypusémy, ze nie jest
ona wyrazem ciagu (a, ). Istnieje wigc numer k > 1, dla ktérego ar, < m < ag41.
Pokazemy, ze

(%) jesli ar <m < agy1, to by =m.

Zgodnie z okresleniem ciagu (a,) mamy k + pp < m < (k+1) 4 pr41, czyli

P <m —k < pgr1. Jest wiec k liczb pierwszych, mniejszych od m — k, co
oznacza, € Gm—k = k. Stad by,— = (m—k) + g¢m—r = m; implikacja (x) zostala
wykazana. Dowodzi ona, ze kazda liczba naturalna, nieobecna w ciagu (a,),
znajduje sie w ciagu (by,).

Pozostaje wykazaé, ze zaden wyraz ciagu (a,) nie wystepuje w ciagu (b,). Dla
a1 = 3 tak jest. Ustalmy r > 2 i wezmy pod uwage liczbe a,. Ciag (p,) jest Scisle
rosnacy, zatem ciag (a,) nie zawiera pary kolejnych liczb; stad a,—1 < a, — 1
oraz a, + 1 < a,41. Implikacja (x), zastosowana najpierw dla wartosci k = r — 1,
m = a, — 1, a nastepnie dla k =r, m = a, + 1, daje réwnosci:

ba,—r =ar—1 oraz by 41-r =a, + 1.
Tak wiec liczby a, — 1 oraz a, + 1 sa wyrazami ciagu (b,,) o dwdch kolejnych
numerach n = a, —r, n = a, + 1 — r; warto$¢ a, zostaje przez ciag (b,)
przeskoczona.

Konkluzje obu powyzszych akapitéw skladaja sie na dowodzona teze: ciagi
(an), (by) sa wzajemnie komplementarne.
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Klub 44 F

Termin nadsytania rozwigzan: 31 XII 2021

Rys. 1

3a

Zadania z fizyki nr 724, 725
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

724. Cigzka tarcza o promieniu R stacza si¢ na dwoch nierozciagliwych niciach.
Nici sa nawiniete na tarcze, a ich wolne korice sa zamocowane (rys. 1). Podczas
ruchu tarczy nici sg caly czas napiete. W pewnej chwili predkos¢ katowa tarczy
wynosi w, kat pomiedzy ni¢mi jest wtedy rowny a. Jaka predkos¢ ma w tym
momencie srodek tarczy?

725. Przyjmijmy, ze Ziemia obiega Stonice po orbicie kotowej o promieniu
R =1 j.a. Po jakim czasie spadlaby na Stonce, gdyby nagle zostala zatrzymana?
Ziemie i Stonce potraktujmy jako punkty materialne.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2021
Przypominamy tresé¢ zadan:

720. Satelita Ziemi o masie m = 10 kg porusza si¢ po orbicie kolowej w wysokich warstwach atmosfery
i dziata na niego sitla oporu F' = 5:107" N ze strony rozrzedzonego powietrza. O ile zmieni si¢
predko$¢ satelity po wykonaniu jednego obrotu wokél Ziemi? Odleglosé satelity od Ziemi jest mata
w poréwnaniu z promieniem Ziemi. Przyjmij, ze promieni Ziemi R = 6,4 - 10° m, przyspieszenie na
powierzchni Ziemi g = 9,8 m/sz.

721. Metalowa kula o promieniu R, naladowana tadunkiem @ oraz tadunek punktowy g umieszczony
w odleglosci a od $rodka kuli otoczone sa wspoétsrodkowa z kula metalowa warstwa sferyczna

o promieniach wewnetrznym 2a i zewnetrznym 3a (rys. 2), naladowana tadunkiem 2Q. Znalezé
potencjaly kuli oraz otaczajacej ja metalowej powloki.

720. Energia catkowita satelity na orbicie o promieniu r, poruszajacego si¢ z
predkoscia v, wynosi E = mv?/2 — GMm/r. Sita dosrodkowa jest sila grawitacji
mv?/r = GMm/r?, stad E = —mv?/2 = —GMm/2r. Praca sity oporu powoduje
zmniejszenie energii satelity, przy czym rosnie jego predkosé, a promien orbity

maleje. Promien orbity okoloziemskiej réwny jest w przyblizeniu promieniowi

Rys. 2

Ziemi R, a predkos¢ satelity rowna jest w przyblizeniu pierwszej predkosci

kosmicznej v &~ /gR = 8 - 10 m/s. Spodziewamy sie, ze zmiany promienia orbity
oraz predkosci podczas jednego obrotu sa bardzo male. Zmiana energii satelity
podczas jednego obrotu wyraza sie wzorem

AE =-GMm/2(R+ AR)+ GMm/2R =GMmAR/2(R+ AR) R.
Zakladajac, ze AR < R, mozemy napisaé —2nRF = GMmAR/2R?> = mgAR/2,
stad AR = —47RF/mg ~ — 4 - 10*m, co potwierdza, ze nasze zalozenie
jest stuszne. Wyrazajac zmiane energii satelity przez jego zmiane predkodci,

dostajemy

—27RF = AE = —m(v + Av)?/2 + mv?/2 = —muvAw.

Stad szukana zmiana predkosci satelity:

721. Wewnatrz metalowej powloki nie ma pola
elektrycznego, zatem zgodnie z prawem Gaussa

na wewnetrznej powierzchni tej powtoki znajduje

sie tadunek @1 = — (@ + ¢), ktéry podobnie jak
ladunek @ na kuli jest roztozony nieréwnomiernie.

Na zewnetrznej powierzchni powtoki znajduje sie
ladunek Q2 = 2Q — Q1 = 3Q + ¢. Jest on roztozony
réwnomiernie, bo potencjal powtoki jest staly, zatem
pole elektryczne na zewnatrz powtoki jest takie jak od

ladunku punktowego Q3 umieszczonego w $rodku kuli.

Stad potencjal powloki wynosi

Vp = kQ2/3a = Q2/12me0a = (3Q + q)/127eqa,

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
deltalmimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez
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Av = 2rFVR/m\/g = 0,25 m/s.

gdzie g¢ jest przenikalnodcig elektryczna prézni.
Potencjal kuli o promieniu R jest suma potencjatéw

od tadunku punktowego, tadunkéw na powierzchni

kuli oraz na obu powierzchniach powtoki. Najlatwiej
policzyé¢ go w érodku kuli, bo wtedy odleglosé tadunkéw
na danej powierzchni od srodka kuli jest taka sama. Na
przyklad potencjal od tadunkéw na powierzchni kuli
wynosi Vi =Y, Q;/4meoR = Q/4meoR. Potencjal kuli

dany jest wzorem

Vk =k(Q/R+q/a+ Q1/2a+ Q2/3a),
gdzie k = 1/4meq. Ostatecznie otrzymujemy:

Vi = [3@ (2a + R) + 5qR]/247r50aR.

wspoélczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

o0s6b, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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