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Biomatematyka, instrukcja obstugi
Mirostaw LACHOWICZ*

»Na Biologie wchodzimy przez Matematyke”
(napis na plocie, w czasie remontu, z czaséw, gdy pod adresem Banacha 2 w Warszawie
miescity sie dwa wydzialy UW).

Matematyka doskonale nadaje sie do opisu zjawisk fizycznych. Tak dobrze, ze
niektérzy znani fizycy sktonni sg uznaé to za cud. Tego typu opinie wyrazil
laureat Nagrody Nobla z 1963 roku — Eugen Paul Wigner (1902-1995).

W artykule, ktérego polskie ttumaczenie dostepne jest w Internecie, Wigner
stwierdzil: , Stosowanie jezyka matematyki do formulowania praw fizyki jest
cudownym darem, ktorego ani nie rozumiemy, ani nan nie zastugujemy’.
Analogiczne poglady wyrazal Paul Dirac, laureat Nagrody Nobla z 1933 roku,
ozeniony z siostrag Wignera.

Czy podobng role moze odgrywaé¢ matematyka w biologii i medycynie, czy
cud, jak to cud, sie juz nie powtorzy? Czy mozna wskazaé sukcesy opisu
matematycznego w zrozumieniu zjawisk biologicznych i medycznych? Takie,
w ktérych bez ,naciagania” mozna powiedzie¢, ze bez matematyki nie mozna
by byto tych zjawisk wyjasnié. Przyktadéw jest wiele, nalezy je tylko wydoby¢
z przepastnej literatury przedmiotu.

Ksiazka Nicolasa Bacaéra wskazuje na postacie i ich dokonania w teorii
dynamiki populacyjnej, ktére stanowily, zdaniem autora, istotna role

w matematycznym opisie zjawisk biologicznych, poczawszy od Leonarda Pisana,
znanego jako Fibonacci (1202), po wspolczesne (przed 2011) problemy. Wiele
zaawansowanych przyktadéw mozna znalezé w ksiazkach Urszuli Forys$ oraz
Ryszarda Rudnickiego.

Jednym z takich prostych modeli wyjasniajacych zjawisko obserwowane
w ekologii jest model Lotki—Volterry, zwany tez modelem drapieznik—ofiara.
Model ten zostal dokladnie opisany w artykule Urszuli Fory$ i Pawla Matejka.

Nie bede powtarzal tej doktadnej i przejrzystej analizy, tylko uwypukle jej
efekty potrzebne do dalszych moich rozwazan. Warto tez przejrzeé¢ paragraf 4.10
ksiazki Martina Brauna. Nalezy podkresli¢, ze jest to bardzo elegancki kawalek
jakosciowej teorii réwnan rézniczkowych.

1964) zauwazyl, ze Sprébujmy przyjrzeé sie doktadniej: ryby mozna

w czasie I wojny Swiatowe]j procent duzych ryb (tzw.
spodoustych — blaszkoskrzelnych, Elasmobranchii —
takich, jak rekiny, plaszczki i in.) znacznie wzrdst

w okolicach portéw Adriatyku (Fiume, Triest, Wenecja).
Dane te w odniesieniu do portu Fiume, rodzinnego
miasta D’Ancony (obecnie Rijeka w Chorwacji; ,,fiume”
po wlosku i ,rijeka” po chorwacku znacza to samo —
rzeka), wygladaly nastepujaco:

1914 - 11,3%, 1919 - 27,3%,
1915 — 21,4%, 1920 - 16,0%,
1916 — 22,1%, 1921 - 15,9%,
1917 — 21,2%, 1922 — 14,8%,
1918 - 36,4%, 1923 — 10,7%.

Pojawil sie wiec ciekawy efekt i zarazem wyzwanie dla
naukowcéw. D’Ancona sformulowal hipoteze: Polowy
zaburzajq ,naturalng rownowage” miedzy populacjams,
powodujgc wzrost wzgledny populacji ofiar. W czasie
wojny nastgpilo zahamowanie polowow, powodujgc
powrdt do ,naturalnej réwnowagi”. Te rozsadna hipoteze
trudno jest jednak uzasadnié¢ na gruncie biologii
(ekologii).
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podzieli¢ na dwie populacje — populacje duzych ryb
drapieznych, mato przydatnych z punktu widzenia
konsumpcyjnego — i populacje zdrowych i smacznych
(przynajmniej w czasach D’Ancony) ryb, bedacych
gltéownie przedmiotem handlu. Odnosze si¢ tu do
wspomnianego wyzej artykulu U. Forys i P. Matejka
oraz ksigzki Martina Brauna, do doktadnych zatozen
modelowych prowadzacych do stynnego modelu
Lotki—Volterry. Jest to typowa sytuacja drapieznik
(duze ryby) ¢ ofiara (male ryby). Odpowiednie
zmienne okreslajace zageszczenia (up. liczba osobnikéw
w jednostce objetosci) obu populacji oznaczamy
standardowo: jako P (dla drapieznika) i V' (dla ofiary).
Model to prosty, choé nieliniowy, uklad 2 réwnan
rézniczkowych zwyczajnych z dwiema niewiadomymi:
P i V. Wyjasninienie: réwnanie rézniczkowe zwyczajne
to réwnanie, w ktorym wystepuje pochodna, czyli
szybko$¢ zmiany, nieznanej (czyli szukanej) funkcji.
Powyzsze zdanie nie jest jednak definicja, bo latwo
poda¢é przykltad struktury matematycznej zawierajacej
pochodng szukanej funkcji, a nie bedacej réwnaniem
rozniczkowym zwyczajnym. Zmienna niezalezna ¢


http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/zastosowania/2014/08/02/O_pewnym_ciekawym_zastosowaniu_m/

interpretujemy jako czas i w zwiazku z tym, zgodnie

z powszechng konwencja, pochodna oznaczamy kropka
— na czesé sir Isaaca Newtona (1642-1726), ktéry
wprowadzil to oznaczenie. Potrzebe uhonorowania
Josepha Louisa Lagrange’a (Giuseppe Luigi Lagrangia,
1736-1813), z oznaczeniem ,prim”, lub Gottfrieda
Leibniza (1646-1716), z % — zostawiamy na inng okazje.

Model Lotki—Volterry ma nastepujaca postac:

(1)

V=rV—-aVP,
P =—sP+bVP,
przy czym r > 0 jest wspolczynnikiem reprodukcji ofiar,
a > 0 — wspolezynnikiem okresdlajacym spotkania
pomiedzy ofiarami i drapieznikami, ktére koncza sie
zle dla ofiar, s > 0 — wspolczynnikiem Smiertelnosci
drapieznikéw w przypadku braku jedynego pozywienia,
czyli ofiar, oraz b > 0 — wspolczynnikiem okreslajacym,
jak konsumpcja ofiar przektada si¢ na rozrodczosé
drapieznikéw (w artykule Forys i Matejka bylo ab
zamiast ,mojego” b).
Uklad okresla prawo ogdlne, ktore trzeba uzupelnié
danymi poczatkowymi (Vp, Py), dla t = 0, okreslajacymi
poczatkowy stan obu populacji.
Zbiér punktéw (V(t), P(t)), t € R (R — zbiér liczb
rzeczywistych), gdzie (V(t), P(t)) jest rozwiazaniem ,
nazywamy trajektoria lub orbita, a dla ¢ > 0 — trajektoria
(orbita) do przodu.

Bez trudu mozna zobaczy¢, ze punkty (V*, P*) =

=(0,0) i (Vi, P.) = (£, %) sq trajektoriami. Sa to
tzw. punkty rownowagi. Nie ma innych punktow
réwnowagi. Punkt (V*, P*) oznacza brak obu populacji,
a (V*,P*) odpowiada wlasnie (niezerowej) réwnowadze
pomiedzy obu populacjami. Ponadto mozna wykazaé,
ze otwarte pélproste okreslajace pélosie V=0, P > 0
oraz P =0, V > 0 sa tez trajektoriami i oznaczaja
odpowiednio brak ofiar i brak drapieznikéw. Stad
(poniewaz trajektorie nie moga sie przecinaé¢) wynika,

ze kazda trajektoria, ktéra startuje z dowolnego punktu
w I éwiartce uktadu wspdlrzednych (V, P), nie wyjdzie

z I ¢wiartki. Zatem rozwiazania nie straca podstawowego
sensu biologicznego.

Na tym jednak koniec — pozostatych trajektorii nie
wyznaczymy jawnymi wzorami. Na szcze$cie mozemy
przeprowadzi¢ tak zwang analize jako$ciowa, czyli bez
potrzeby rozwiazania ukladu rownan, z samej tylko
jego postaci wywnioskowaé informacje o zachowaniu
sie rozwiazan. Wskaze to istotny sposéb postepowania
w sytuacjach bardziej skomplikowanych modeli.

Elegancka analiza (szczegdlnie polecam dowdd z ksiazki
M. Brauna) mozna wykazac:

Twierdzenie. Trajektorie dla Vo > 0, Sy > 0 oraz

(VO,SO) #* (ﬁ £) sq@ krzywymi zamknietyms.

b’ a
Stad otrzymujemy:

I zasada Volterry. Rozwiazania odpowiadajace Vo > 0,
So > 0 oraz (VO, SO) #* (S 1) sa okresowe.

b’ a

Okresowo$¢ jest powszechnie obserwowana w przyrodzie, i nie chodzi tu o te
banalna wyznaczong kolejnymi porami roku. Okresowosé z duzymi okresami —
wielu lat — spotykana jest w ekologii (por. rozdzial 12 ksiazki J. Uchmariskiego).

Janusz Uchmanski, Klasyczna ekologia
matematyczna, PWN, 1992.

oddziatywan.

Kolejna, bardzo latwa do wykazania, jest wlasnosé

nadajaca sens biologiczny punktowi réwnowagi (%, %)

II zasada Volterry. Jezeli (V (t), P(t)) jest
rozwigzaniem okresowym o okresie T > 0 oraz V, P sa

$rednimi
T T
V—l/v@m P—l/P@m
T ’ T ’
0 0
to ~ s ~ r
V=2 P=-.
b’ a

Nastepna wlasnosé (III zasada Volterry) wyjasnia

i potwierdza hipoteze D’Ancony. Jezeli w modelu
uwzglednimy nieselektywne i umiarkowane polowy, ze
wspdélezynnikiem potowu g > 0, gdzie ¢ < r (to ostatnie
oznacza, ze potéw jest umiarkowany), to uklad
zamieni sie na

V= (r— q)V—aVP,
2 .
(2) P:-4a+@P+wVR

Analiza tego nowego uktadu jest oczywiscie
identyczna jak , wiec wiemy, ze nowym niezerowym
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Zatem istotna informacja jest to, ze model opisujacy oddzialywanie dwoch
populacji moze prowadzi¢ do rozwiazan okresowych wywotanych typem

punktem réwnowagi bedzie (S‘gq, %) Zatem sytuacja

umiarkowanego polowu powoduje przesuniecie
punktu réwnowagi, ktory, jak pamietamy, wyraza
odpowiednie $érednie, ,,z korzysScig dla ofiar i ze strata
dla drapieznikéw”.

ITI zasada Volterry. Nieselektywne i umiarkowane
polowy (w $redniej) dzialaja na korzy$¢ ofiar i na
niekorzy$é drapieznikow.

Zatem zahamowanie potowow dziata odwrotnie.
Uzasadnia to hipoteze D’Ancony. Potéw powoduje
wzrost $redniego zageszczenia ofiar i spadek sredniego
zageszczenia drapieznikéw, dlatego tez zahamowanie
polowdéw w czasie wojny spowodowalo wzrost procentu
drapieznikow.

ITI zasada Volterry wyjadnia tez problemy ze
zwalczeniem szkodnika bawelny — Icerya Purchasi — za
pomoca DDT. Po zastosowaniu tego przerazajacego
srodka okazywalo sie, ze nastepowal wzrost populacji
szkodnika. Dzialo si¢ tak, gdyz szkodnik mial swojego
drapieznika — Navius Cardinalis, a DDT dzialat jak
nieselektywny poléw.



Powyzsze wyniki udalo si¢ uzyskaé bez (prawie) zadnego
odniesienia do danych eksperymentalnych. Wystarczyto
jedynie rozpoznanie sytuacji biologicznej prowadzace

do zbudowania modelu, a nastepnie jego analiza
jakosciowa. Stoi to w jawnej sprzecznosci do obecnie
panujacej mody, by model obejmowal dostepne dane
eksperymentalne. Jest to oczywiscie uklon w strone tych,
ktorzy intensywna praca te dane zgromadzili, i cheé
nawiazania z nimi kontaktu. Wisi nad tym wyzwanie
petabajtéow. To zapatrzenie na dane eksperymentalne

czesto prowadzi do strategii: niewazny model, wazne
dane. Czy nie wyglada to troche tak w obecnym
modelowaniu Covid—197

Czasami jednak warto zaufaé¢ analizie jakosciowej,
oczywiscie, gdy ma sie dobry model, a opisywana
sytuacja jest latwa do wyabstrahowania. Wydaje sie,
ze lekarz onkolog powinien bardziej zainteresowaé sig
informacja, czy dana terapia moze doprowadzi¢ do
wyzdrowienia pacjenta, niz otrzymaniem doktadnych
danych o liczebnosci komoérek nowotworowych.

7Z tego zdawal sobie sprawe Vito Volterra, stwierdzajac: Wspdlczesnie

minely liczne zludzenia co do moZliwosci dania wyjasnienia mechanicznego
Wszechswiata. Obecnie, gdy nadzieja w wyjasnienie wszystkich zjawisk fizycznych
poprzez prawa podobne do powszechnej grawitacji lub w ramach jednego
mechanizmu ulotnila sie, pojawia sie, kompensujgc ten upadajgcy gmach nadzies,
idea modeli mechanicznych, ktore nawet jezeli nie satysfakcjonujg szukajgcych
nowych zasad filozofii natury, zadowalajg prowizorycznie mniej wymagajgcych,
ktorym wystarczy pewna analogia, a szczegdlnie analogia matematyczna,
rozpraszajgca ciemnosci spowijajgce fakty natury. Model mechaniczny zjawiska
jest pewnym aparatem skonstruowanym bez przejmowania sie, czy w swojej
istocie ma jakis zwigzek z samym zjawiskiem, ale jest utworzony z tym jednym
Zgdaniem, Ze gdy zacznie dzialac, pewne jego czesci bedg dzialacé weditug tych
samych praw, wedlug ktorych zmieniajq sie elementy zmienne zjawiska: elementy,
ktore przyjmugje sie jako fundamentalne. Doswiadczenie uczy, ze modele bedg
uzyteczne, tak jak sq uzyteczne obecnie, w nowych obszarach nauki, bardziej
niezrozumialych, w ktérych szuka sie po omacku drogi (ttum. M. L.).

Vito Volterra, Saggi scientifici, Zanichelli
1920, 20-21.

Dokladne oméwienie pogladéw Volterry
i analiz¢ jego podej$cia mozna znalezé
w ksiazce: Giorgio Israel, La visione
matematica della realta, Laterza 2003.

Warto podkreslié, ze Vito Volterra byl jednym z kilkunastu
naukowcéw (rézne dane sg podawane wedlug réznych zrédet,
ale liczba ta nie jest wigksza niz 18) wloskich uczelni (na 1251
wedlug Wikipedii wtoskiej), ktérzy nie podpisali certyfikatu
wiernosci faszyzmowi (Giuramento di fedelta al fascismo)

w roku 1931.

e Zaczal od porzadnego zrozumienia mechaniki
klasycznej, najdoskonalszego wymystu ludzkiego
umystu (hold dla Newtona!). Mechanika klasyczna
jest cze$cia matematyki, bez ktérej fizyka nie bylaby
fizyka.

o Pamietaé, ze tworzenie struktur matematycznych

opisujacych nasz dziwny swiat nie zalezy od tego,

jakiej dziedziny dotyczy dzialalno$é¢ tworcza. Nie

ma wiec oddzielnych metod matematycznych

w biologii, oddzielnych w ekonomii i oddzielnych

w seksuologii pingwinéw. Jest po prostu matematyka

stosowana. Stosowana do tego, do czego zechcemy ja

zastosowac. Nie oznacza to, ze nie nalezy dokladnie
rozpoznaé procesu, ktéry modelujemy. To rozpoznanie
najczesciej wymaga wspotpracy interdyscyplinarnej,

a wiec czego$, od czego $rodowisko ogania sie jak od

zlego widma (poniewaz tatwiej okopaé si¢ w swoich

okopach). Jednym slowem, latwo nie jest i nie bedzie.

e Zaufa¢ matematyce, a nie liczbom. Nie ma
przykladéw, by matematyka zawodzila. Sg przyktady,
ze zawodza, liczby.

Zadziwiajace jest to, ze w procesach biologicznych —
naturg rzeczy bardziej skomplikowanych — uzywamy
prostszych struktur matematycznych niz te stosowane
w fizyce. Z drugiej strony zapewne w zadnym wyrafinowanym
modelu zjawiska fizycznego nie osiggniemy takiej
zgodnosci z eksperymentem jak dla prostego modelu
logistycznego (pochodzacego od P. F. Verhulsta, 1804-1849)
z roku 1838. Nawet dla tak skomplikowanego procesu,
jak denaturacja DNA, krzywe eksperymentalne maja
prawie idealny ksztalt logistyczny. Zachwyt nad tym
kolejnym ,,cudem” nie jest umniejszony faktem, ze
podobny ksztalt maja dystrybuanty rozkladu normalnego
(ktére, na mocy centralnego twierdzenia granicznego,
opisuja ,prawie wszystko”).

Jakich trzech rad udzielitlbym adeptom nauk
matematycznych, ktérzy chca matematycznie
powalczy¢ a to z nowotworem, a to z Covidem—19, a to

7z Alzheimerem?

No i powodzenial!!

Odpowiedzi do zadan z artykutu Bezwzgledne matrioszki

1. Na przyklad |||z — 5| — 10| — 3| — 2| = 1 jest takim réwnaniem.
2. Zauwazmy, ze sa to liczby o odlegtosciach 0, 4, 5, 9 od 105.
Liczby 0, 4, 5, 9 sa odlegte o % i 4% od liczby 4%. Wreszcie % i 4%
to liczby odlegte o 2 od 2%. ‘Wobec tego odpowiednim réwnaniem
jest np. |||z — 105| — 4%| — 2%\ =2.

3. a. 3376, 1683, 1678, 1668, 829. b. 11. c. —18, —33, —76.

4. Réwnanie (n + s)* = t ma dwa rozwiazania réznej parzystosci dla
t parzystego, za$ dla t nieparzystego ma jedno rozwigzanie o tej
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samej parzystosci co s. ,,Kolizja” znowu nie jest mozliwa, bo dla
t1 # t2 nie moze by¢ jednoczesnie (n + s)* =t1 i (n + s)* = to.
Zatem liczba rozwigzan danego rownania zalezy jedynie od
parzystosci parametréw. Dla oémiu mozliwych kombinacji
parzystoéci d, ¢, b otrzymujemy: ppp, pnp — 5 rozwigzan,

ppn, pnn — 4, npp,npn — 3, nnp — 2, nnn — 1.

5. a. 2727, 1818, 1212, 808, 605, 403. b. 93, 62, 18, 5.

2 4
6.10, 2, -9, —10%, —16.
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