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Pawel Rafal BIELINSKI*

Najprostsze rownania, jakie spotykamy np. w zadaniach tekstowych, maja
zwykle jedno i tylko jedno rozwiagzanie. Czasem zdarza sie, ze nie maja ich wcale,
albo maja nieskoniczenie wiele. Natomiast najbardziej podstawowe rownanie
z wartoscig bezwzgledna

|z —a|l =7
moze mie¢ 0, 1 albo 2 rozwigzania, zaleznie od wartosci parametru r.
Rozwiazujac je, warto podeprzeé sie interpretacja geometryczna: wielko$é |s — ¢
jest odlegloscig punktow, ktore na osi liczbowej odpowiadaja liczbom s 1 ¢.
Moéwiac krécej, jest to odlegloéé liczby s od liczby t.

Okazuje sie, ze uzywajac wartosci bezwzglednej, mozna stworzy¢ rownanie
o dowolnej pozadanej liczbie rozwiazan. Przedstawienie odpowiedniej konstrukcji
jest celem niniejszego artykulu.

Inspiracja
Na poczatek rozprawmy sie z réwnaniami ||z — a| — b| = c.
Rozwiazemy szczegdlny przypadek
llz — 1] — 3] =2.
Przyjmujac na chwile oznaczenie |z — 1| = y, widzimy, Ze x jest rozwiazaniem

podanego réwnania, jesli i tylko jesli y jest rozwiazaniem prostszego réwnania
ly — 3| = 2. Zatem y jest liczba odlegla 0 2 od 3, czyli y = 1 albo y = 5.
Teraz zauwazmy, ze x rozwigzuje réwnanie wyjsciowe wtedy i tylko wtedy, gdy
jest rozwigzaniem ktéregokolwiek z rownan:

a. e —1]=1 b. |z — 1| = 5.
Przy tym w przypadku a. otrzymujemy = = 0 albo x = 2, zas w b. mamy =z = —4
albo x = 6. Rozwigzaniami wyj$ciowego réwnania sg wszystkie liczby —4, 0, 2, 6.

OtrzymalisSmy wiec cztery rézne rozwiazania. Stalo sie
tak dlatego, ze do kazdej wartosci y prowadzity dwie
wartosci . Nie musialo tak byé — Czytelnik zechce sam
sie przekonaé, rozwiazujac réwnania zaproponowane na
marginesie.

Przekonalidmy sie wtasnie, ze otrzymane dwa przypadki
moga mieé rézng liczbe rozwiazan, co oczywiscie wplywa
zasadniczo na rozwigzania réwnania wyjsciowego.

W szczegdlnosci, moze ono nie mieé¢ rozwigzan, nawet
jesli otrzymalismy dwie rézne warto$ci pomocniczej
niewiadomej y.

Zwroémy tez uwage, ze pomiedzy tymi przypadkami nie
moze zaistnie¢ ,kolizja”, tzn. nie moga one prowadzi¢
do wspélnego rozwiazania. Istotnie, dla réznych wartosci
y1 1 y2 odleglo$¢ = od a nie moze by¢ naraz rowna y;

i y2. Wobec tego zadna liczba nie moze by¢ jednoczesnie
rozwigzaniem réwnan |x —a| =y i |z — a| = ye.

Liczba rozwiazan réwnania ||x — a| — b| = ¢ zalezy wiec

jedynie od rozwiazani réwnania pomocniczego |y — b| = c.

Kazde jego rozwiazanie y > 0 generuje dwa dodatkowe
rozwiazania z, rozwiazanie y = 0 daje jedynie x = a,
wreszcie y < 0 nie daje zadnego nowego x.

Uogdlnienie

Popatrzmy na do$wiadczenie ostatniego przykladu nieco
szerzej. Jesli dane sa liczby 0 < y1 < y2 < ... < yn,

to liczb z, ktére spelniaja ktérekolwiek z réwnan

[z —al =y, [x —al =y2, ..., v — a] = yn jest
dokladnie 2n. Przy tym jesli a > y,,, to wszystkie one sa
dodatnie; jesli a = y,,, to jednym z tych rozwiazan jest 0.
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Wykorzystujac ten fakt, mozemy z réwnania o pewnej
liczbie n dodatnich rozwiazan skonstruowaé¢ nowe, ktoére
ma 2n rozwigzan dodatnich lub 2n — 1 dodatnich i jedno
réwne 0. Natomiast z réwnania o n — 1 rozwiazaniach
dodatnich i jednym zerowym mozemy, ta sama metoda,
uzyskaé¢ nowe, o 2n — 1 rozwigzaniach.

Na przyktad réwnanie |y — 5| = 1 ma dwa dodatnie
rozwiazania: 4 i 6. Aby uzyska¢ z niego réwnanie

o czterech dodatnich rozwiazaniach, wybierzemy liczbe
wieksza niz 6, np. 10, i uzyskamy || — 10| — 5| = 1.
Gdybysmy jednak chcieli, by jednym z rozwiazan byto 0,
wybraliby$my liczbe 6 i zapisali || — 6] — 5| = 1.

Dzigki tym obserwacjom latwo uzasadnié, ze rownanie

z wartoscig bezwzgledng moze mie¢ dowolna z gory

zadang liczbe rozwiazan. Przeprowadzenie szczegotowego

dowodu, by¢ moze z uzyciem wzmocnionej zasady

indukcji, pozostawiamy Czytelnikowi. Tutaj zadowolimy
si¢ pokazaniem konstrukcji na

{ 21 jeszcze jednym przykladzie.
—10

1 Stwérzmy mianowicie
réwnanie o dokladnie

11 dodatnich rozwiazaniach.
o, Najpierw ustalmy, jakie
réwnania pomocnicze bedg
nam potrzebne:

a.11=2-6 -1,

1—

0——37] 13 b.6=2-3,
_2—[9 c.3=2-2-1,
1 3 5 11 d.2=2-1.



Nastepnie budujemy te rownania, w kolejnosci odwrotnej
niz otrzymana powyzej:

d. |z — 1] = 1 (2 rozwiazania, najwieksze 2),

c. ||z — 3| — 1| =1 (3 rozwiazania, najwieksze 5),

b. |||z — 5| — 3| — 1] = 1 (6 rozwiazan, najwigksze 10),

a. [||Jx — 11| = 5| — 3| — 1| = 1 (11 rozwigzan).

Czytelnik Wnikliwy zechce przedstawic¢ na osi liczbowej
rozwiazania kolejnych réwnan a. — d. wraz z kolejno
dobieranymi parametrami: 1, 3, 5, 11. Bedzie to

z pewnoscia ciekawe 1 pouczajace do$wiadczenie.

Zadania

1. Ul6z réwnanie z wartoscia bezwzgledna, ktére ma

6 rozwiazan dodatnich i 8 ujemnych.

2. Uléz réwnanie z wartoscia bezwzgledna, ktérego
rozwiazaniami sg wylacznie liczby 96, 100, 101, 105, 109,
110, 114.

96 100101 109110 114

3. Operacja * dziala na liczby caltkowite i jest okreslona
nastepujaco: jesli n jest liczba parzysta, to nx = n/2;

w przeciwnym przypadku nx = n + 5. Rozwiaz
nastepujace rownania:

a. nokokokx = 211,

b. ((n+11) * +11) x +11)% = 11,

c. (((n+ 38) * +38) * +38)* = 31.

4. Wyjasnij, od czego i w jaki sposéb zalezy liczba
rozwiagzan réwnania (((n + a) * +b) * +c)* = d.

5. Operacja & dziala na liczby calkowite i jest okreslona
nastepujaco: jesli n jest liczba podzielng przez 3, to

&n = n/3; w przeciwnym razie, jesli n jest podzielna
przez 2, to &n = n/2; w pozostatych przypadkach

&n = n + 1. Rozwiaz nastepujace réwnania:

a. &&&n =101 b. &(&n +5) =12

6. Rozwiaz réwnanie &|(5z) * +1| = 13. Zwr6é uwage,
ze bx musi by¢ liczba catkowita, ale x juz niekoniecznie.

Rozwigzania zadan mozna znalez¢ na stronie 16.

Przygotowal Dominik BUREK

m Zadania

Rozwiazanie na str. 3

M 1687. Liczby catkowite dodatnie a, b sa takie, ze a | b+ 1. Udowodnij, ze
istniejg takie liczby catkowite dodatnie x, vy, z, ze

Tty
a = oraz
4
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M 1688. Na okregu znajduje sie n > 3 punktow, kazdy z nich pomalowany
jest na czerwono lub niebiesko. Dla kazdej tréjki kolejnych punktéw P, Q, R,
jesli P i R sa pomalowane na ten sam kolor, to punkt ) mozna przemalowaé
(z czerwonego na niebieski lub z niebieskiego na czerwony). Dla jakich n

z dowolnego ukladu koloréw punktéw mozna zrobié¢ uklad, w ktorym wszystkie
punkty sa w tym samym kolorze?

Rozwiazanie na str. 2

M 1689. W czworoscianie ABCD punkty I i J sa srodkami sfer: wpisanej
i dopisanej (stycznej do Sciany BCD). Niech prosta I.J przecina sfere opisana
na ABCD w punkcie K # A. Ktéry z odcinkéw jest dhuzszy: I K czy JK?

Rozwiazanie na str. 1

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1033. Zadania dotyczace spadku swobodnego i rzutu uko$nego zwykle konczy
polecenie: ,zaniedbaj opér powietrza”. Dla jakiego zakresu predkosci v ruchu

“E metalowej kulki o srednicy D = 1 cm takie przyblizenie jest poprawne? Wiemy, ze
ES warto$¢ sily oporu F' podczas ruchu ciala w gazie wynosi:
1
1/ F= icppSUQ7

100000 1000000 10000 000

Zalezno$¢ wspodlczynnika c od liczby
Reynoldsa dla kuli. Zrédlo: Wikipedia

pp jest gestoscia gazu, S polem przekroju ciata prostopadle do kierunku
predkosci, a ¢ wspdélczynnikiem zaleznym od ksztaltu ciala. Wartosé c jest
funkcja liczby Reynoldsa Re = %. Dla powietrza tzw. lepkos¢ kinematyczna

v~ 1,5-107° m?/s, a gestosé p, = 1,2 kg/m>. W zakresie wartoci

400 < Re < 200000 wspotczynnik ¢ = 0,5. Przyblizenie uznamy za poprawne,
gdy pominieta sila oporu stanowi nie wiecej niz € = 0,05 ciezaru kulki.
Poréwnaj wyniki dla kulki stalowej o gestoéci ps = 8000 kg/m? i aluminiowej
0 par = 2700 kg/m?. Przyspieszenie ziemskie g = 9,81 m/s%.

Rozwiazanie na str. 7

F 1034. Podczas badan powierzchni cial statych na swiezo utworzonej
powierzchni (np. po rozlupaniu krysztatu) osadzaja sie czasteczki gazu
otaczajacego probke. Jak szybko$é osadzania sie czasteczek gazu zalezy od jego
ci$nienia p nad powierzchnia probki?

Rozwigzanie na str. 18
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