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Zabawy na polu
Barttomiej BZDEGA

Pole wielokata to funkcja, ktéra kazdemu wielokatowi przypisuje pewna liczbe
rzeczywistg nieujemng oraz spelnia nastepujace warunki:

(1) pole prostokata o bokach dtugosci a i b jest réwne ab;

(2) pola wielokatéw przystajacych sa réwne;

(3) jesli pewien wielokat podzielono na skorniczong liczbe roztacznych wielokatéw,
to suma ich pdl jest réwna polu tego wielokata.

Czytelnikowi, ktéry nigdy wczesniej tego nie zrobil, polecam, jako cenne ¢wiczenie,
wyprowadzenie wzoréw na pole kolejno: tréjkata prostokatnego, tréjkata
dowolnego, réwnolegtoboku i trapezu, z wykorzystaniem jedynie powyzszych trzech
wlasnosci pola. Ogélniej — pozwalaja one na obliczenie pola dowolnego wielokata,
poniewaz kazdy wielokat mozna podzieli¢ na tréjkaty.

Stosowanie pola w rozwigzywaniu zadan czesto opiera si¢ na wykorzystaniu
warunkéw (1-3) do bezrachunkowego dowodzenia pewnych réwnosci. Dobrym
przykladem jest dowdd twierdzenia Pitagorasa, ktory zamiesciliSmy na marginesie.
Niekiedy efekty przynosi liczenie pola tej samej figury kilkoma réznymi sposobami
i poréwnywanie wynikéw. Oprécz tego podaje jeszcze kilka faktéw, ktére warto
znaé; ich nietrudne dowody pozostawiam Czytelnikowi. Zapis [F] oznaczaé bedzie
pole figury F.

Pole trojkata a réwnoleglosé. Niech A, B, C, D beda czterema réznymi
punktami, przy czym punkty C i D leza po tej samej stronie prostej AB. Wéwczas
AB || CD wtedy i tylko wtedy, gdy [ABC] = [ABD].

Pole i proporcje. Stosunek pdl trojkatow o réwnych wysokoéciach jest rowny
stosunkowi dlugoéci ich podstaw. Stosunek pdl wielokatéw podobnych jest réwny
kwadratowi skali ich podobienstwa.

Pole wielokata opisanego. Jesli wielokat W o obwodzie L jest opisany na okregu
o promieniu r, to [W] = irL.

Zadania

1. W pewnym tréjkacie dtugos¢ jednego z bokéw jest rowna Sredniej arytmetycznej
dtugoéci pozostatych bokow. Analogicznie jest dla wysokosci — dlugoéé jednej
z nich jest érednig arytmetyczng dtugosci dwéch pozostatych. Udowodnié, ze
ten tréjkat jest réwnoboczny (XII WLM, Wielkopolska Liga Matematyczna;
wlm.wmi.amu. edu. pl)).

2. Dany jest rownolegtobok ABCD. Punkt E lezy na odcinku AB, a punkt F' na
odcinku AD. Prosta EF przecina proste CB i CD w punktach, odpowiednio,
P i Q. Wykazaé, ze [CEF] = [APQ] (1 OMG).

3. Dowie$é, ze wewnatrz kazdego tréjkata ABC istnieje punkt P o nastepujacej
wlasnoéci: kazda prosta przechodzaca przez punkt P dzieli obwdd tréjkata ABC
w takim samym stosunku, w jakim dzieli ona jego pole (LII OM).

4. Pieciokat ABCDE jest wypukly i spelnia warunki AB || CE, BC || DA, CD ||
EB, DE || AC. Wykazaé, ze EA || BD (IX WLM).

5. Wysokosé opuszczona na bok BC trdjkata ostrokatnego ABC ma dlugosé réwna
Sredniej arytmetycznej dlugosci jego wszystkich bokéw. Okregi o1 i 02 sa styczne
zewnetrznie i majg jednakowe promienie r. Ponadto okrag o1 jest styczny do
odcinkéw AB i BC, natomiast okrag o2 jest styczny do odcinkéw BC' i C A.
Dowiesé, ze |BC| = 5r (V WLM).

6. Wielokat opisany na okregu o promieniu 7 rozcieto na n tréjkatéw, w ktére
wpisano okregi o promieniach r1,7r2,...,7,. Dowie$é, ze r <r1 +r2+ ...+ 7rp.

7. Na bokach BC, CA i AB tréjkata ABC' znajduja sie punkty, odpowiednio, P,
@, R. Udowodnié, ze odcinki AP, BQ, CR przecinaja sie w jednym punkcie
wtedy i tylko wtedy, gdy % . % . % =1 (twierdzenie Cevy).

8. Dany jest czworokat wypukly ABCD niebedacy réwnolegtobokiem oraz
punkt X w jego wnetrzu. Niech M i N beda érodkami przekatnych AC i BD
tego czworokata. Udowodnié, ze [ABX]| + [CDX] = [BCX] + [DAX] wtedy
i tylko wtedy, gdy punkt X lezy na prostej M N (prosta Newtona; twierdzenie
Annego).

9. Przy zalozeniach z poprzedniego zadania dowiesé, ze jesli czworokat ABC D
opisany jest na okregu o $rodku I, to punkt I lezy na prostej M N (twierdzenie
Newtona).
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