Zaktadamy, ze liczby w tablicy sa ,mate”
(np. mniejsze niz 2%?) i ich poréwnywanie
oraz operacje bitowe (takie jak XOR,

o czym za chwile) maja staly koszt
czasowy O(1).

-]

Rozwigzanie zadania F 1031.

Ze stalych wymienionych w definicji
Uktladu SI nalezy zbudowaé¢ wyrazenia
o wymiarze 1 kg oraz 1 Q2. Kilogram
wystepuje w wymiarze stalej h (zawarty
jest w definicji dzula). Wymiar stalej k
takze zawiera 1 kg, ale poza tym
wystepuje tez 1 K, ktérego nie ma

w wymiarze zadnej innej statej. Bedziemy
potrzebowali poza h takze stalych

o wymiarach zawierajacych 1 mi 1 s.
Zbadajmy wymiar iloczynu:

R . P Avg,
’s

i dobierzmy wyktadniki tak, zeby wymiar
iloczynu zawieral wylacznie kilogram
w pierwszej potedze. Wymiar badanego
iloczynu to:

A 2 /
mf 1 kg®m2*s*m?

J*s®

P s2e sl
Iloczyn ma wymiar kilograma, jesli:
a=1,2a+pB=0o0raz a4+ B+~ =0.
Otrzymujemy: o = 1, = —2, v = 1. Po
podstawieniu wartoéci liczbowych:

h-c 2Avgs = 6,777265 - - - - 104! kg,

a wiec 1 kg =

1,475521 - - 10%° hAves/c?. W podobny
spos6b sprawdzamy, ze

h/e? = 25812,807459 ... Q, czyli

1Q = 3,87404586 - -- - 1077 h/e?.

Tablica prawdy XOR:

Samotne zwierze na Arce Noego
Tomasz JANISZEWSKI

Noe wybudowal arke. Wybrat pary zwierzat sposréd wszystkich gatunkéw

i kazdemu gatunkowi przyporzadkowat liczbe naturalna. Przed zamknieciem
arki nakazal jednemu z synéw spisa¢ numery gatunkéw wszystkich zwierzat.
Niestety okazalo sie, ze brakuje jednego zwierzecia. Ktorego?

Powyzsze pytanie odpowiada nastepujacemu zadaniu: Majac dana tablice A[l,n]
zawierajaca n liczb naturalnych, znajdz liczbe, ktora wystepuje dokladnie raz,
wiedzac, ze pozostale liczby wystepuja po dwa razy.

Na pierwszy rzut oka mozna to zadanie rozwigzaé w czasie O(nlogn). Mozemy
bowiem posortowac tablice i przejs¢ po niej, szukajac pierwszego elementu,
ktérego poprzednik i nastepnik beda od niego rézne.
function SzukAJ(A)
posortuj A
if A[1] # A[2] then
return A[1]
fori:=2ton—1do
if A[i] # Ali — 1] and A[i] # A[i + 1] then
return Ali

return A[n]

Okazuje sig, ze mozna to zadanie rozwiaza¢ w czasie liniowym. W tym
celu nalezy skorzystaé ze zbioru. Zbior (set) to abstrakcyjna struktura
zoptymalizowana pod katem sprawdzania, czy dany element do niej nalezy, czy
tez nie. Podstawowe funkcje zbioru to dodawanie i usuwanie elementéw, jak
réwniez sprawdzanie, czy element nalezy do zbioru. Zbiér moze by¢ realizowany
za pomoca réznych struktur danych, takich jak tablica haszujaca, drzewo
czy nawet zwykla tablica. Kazda implementacja ma swoje wady i zalety. Dla
uproszczenia przyjmijmy, ze operacje dodawania, usuwania i sprawdzania, czy
element nalezy do zbioru, maja staly koszt czasowy O(1). Jesli dysponujemy
zbiorem, to zadanie mozemy rozwiaza¢ w nastepujacy sposéb. Przechodzac po
tablicy, sprawdzamy, czy dany element znajduje sie w zbiorze; jedli nie, to go
dodajemy, a jesli tak — usuwamy. Na koncu jedynym elementem zbioru powinien
by¢ szukany gatunek.
function SzukaJ(A)
S =9
for ::=1 to n do
if A[i] € S then

S= S\ {4l
S:=SU{A[i]}
return S

Rozwiazanie to dziala w czasie liniowym O(n), ale wymaga dodatkowej pamigci,
ktora w pesymistycznym przypadku réwniez bedzie liniowo zalezna od tablicy
wejsciowej. Rodzi sie pytanie: czy mozna to zrobié¢ réwnie szybko i zuzyé¢ mniej
pamieci? Okazuje sig, ze tak — wystarczy skorzystaé z operacji XOR i z tego, jak
w komputerze reprezentowane sa liczby.

Jest wiele sposobow reprezentacji liczb. Nas interesuja wylacznie liczby
naturalne, a to znacznie utatwia zadanie, gdyz ich reprezentacja nie odbiega
znaczgco od tego, do czego jesteSmy przyzwyczajeni na co dzien. Jedyna
réznica to podstawa systemu pozycyjnego — komputer w odréznieniu od ludzi
korzysta z systemu dwdjkowego, a nie dziesietnego. Dla przykladu 49 w systemie
dziesietnym to 110001 w systemie dwéjkowym (49 = 2° + 2%+ 0+ 0+ 0 + 2°).

XOR (z angielskiego eXclusive OR, oznaczane @) to bitowa wersja
polskiego ,,albo”; czyli alternatywa wykluczajaca: zwraca prawde, kiedy jeden
z argumentow jest prawdziwy, a drugi falszywy. W binarnej reprezentaciji liczb
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Na przyktad:

1010 01010
2170 10101
1910 10011
1970 10011
@ 1010 01010
21710 10101

* Centrum Astronomiczne im. Mikotaja
Kopernika w Warszawie

Ogélnie prawdopodobieristwo P(A N B)
zajsScia na raz zdarzen A i B, ktére moga
by¢ zalezne, wyraza si¢ iloczynami
P(AN B) = P(A) P(B|A) = P(B) P(A|B),
gdzie P(B|A) to prawdopodobieristwo
zalezne zajécia B, gdy wiadomo, ze
zachodzi A, i odwrotnie dla P(A|B).

W skrajnym wypadku, gdy muszg one
zachodzié na raz, P(B|A) = P(A|B) =1,
tj. jedno jest pewnag konsekwencja
drugiego i odwrotnie. Natomiast, gdy sa
one niezalezne, to mozna opusci¢ drugi
argument i P(B|A) = P(B),

P(A|B) = P(A).

Obszar wokél rzeczywistej pozycji
gwiazdy

XOR sprowadza sie do sumy bez przeniesienia:
4919 110001
@& 310 000011
5010 110010

Widzimy, ze operacja XOR jest przemienna (A @® B = B® A) i laczna
(AeB)eC=A® (Ba()), a zatem wynik nie zalezy od kolejnosci
elementow. Oznacza to, ze kiedy zastosujemy XOR do wszystkich elementow
tablicy, to rezultat bedzie taki sam, jak gdyby wszystkie pary takich samych
elementow staly obok siebie. Ale przeciez dla kazdej liczby A zachodzi A ® A = 0.
Wynikiem tej operacji bedzie liczba, ktéra wystepuje tylko raz! W ten sposéb
dostajemy rozwiazanie dzialajace w czasie liniowym (O(n)), ktére potrzebuje
stalej ilosci pamieci.

function SzukAJ(A)

z:=0

for i:=1 to n do
x:=x & Ali]

return z

O bledach pozycji gwiazd
i predkosciach czgsteczek gazu
Alex SCHWARZENBERG-CZERNY*

John Herschel (1792-1871) dokonal wielu pomiaréw pozycji gwiazd na niebie,
w tym po raz pierwszy w historii na tak duza skale na pétkuli potudniowej,
prowadzac obserwacje z przyladka Dobrej Nadziei. Przy okazji zainteresowal
sie btedami swoich pomiaréw i tym, jaki moze by¢ ich rozktad. Na podstawie
sposobu pomiaru i charakteru obrazu gwiazdy w teleskopie uznal, ze

(a) prawdopodobieristwo bledu zalezy od jego wielkosci r, ale nie od kierunku
na niebie, oraz ze

(b) bledy we wspélrzednych x i y sa niezalezne.

Dodatkowo prawdopodobienstwo bledu winno zmienia¢ sie plynnie z pozycja

gwiazdy, to znaczy by¢ ciagla funkcja wspéirzednych. Na podstawie obserwacji

z podpunktu (a) prawdopodobienistwo dP, ze pomiar wypadnie w kawalku nieba

o powierzchni dS w odlegloéci r od prawdziwej pozycji, mozemy zapisaé jako

dP = g(r) dS. Natomiast na podstawie (a) i (b) prawdopodobiefistwo, ze pomiar

wypadnie w kawalku nieba o powierzchni dS, bedzie réwne dP = f(z)f(y)dS dla

pewnej funkcji ciaglej f. Mamy zatem

(1) g(r)dS =dP = f(z)f(y)dS, cooznacza, ze Ing(r)=Inf(z)+In f(y).
Jedli za poczatek uktadu wspolrzednych wybierzemy prawdziwa pozycje gwiazdy,
to jak nauczal Pitagoras, r? = 22 + y%. Gdybyémy funkcje In f(z), In g(r) mogli
przedstawié w postaci szeregu (,nieskoniczonego wielomianu”), czyli
Ing(r)=—a—br—cr®> —dr® —---,

to mogliby$my zauwazy¢, ze tylko dwa wyrazy (pierwszy i trzeci) powyzszego
szeregu mozna przedstawi¢ w postaci sumy funkcji x i y, a zatem

Ing(r) = —a — cr? = —a — c¢(2? + y?). Rozwijanie w szereg to chleb powszedni
wielu naukowcow, ktorych powinno ucieszy¢ to obrazowe uzasadnienie. Dla
Czytelnikow, ktorym wydaje sie ono niewystarczajaco precyzyjne, przedstawimy
tez inne wyprowadzenie. Niech a(t) = In g(v/t), B(x) = In f(x). Wstawiajac do
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