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Ogélnie prawdopodobieristwo P(A N B)
zajsScia na raz zdarzen A i B, ktére moga
by¢ zalezne, wyraza si¢ iloczynami
P(AN B) = P(A) P(B|A) = P(B) P(A|B),
gdzie P(B|A) to prawdopodobieristwo
zalezne zajécia B, gdy wiadomo, ze
zachodzi A, i odwrotnie dla P(A|B).

W skrajnym wypadku, gdy muszg one
zachodzié na raz, P(B|A) = P(A|B) =1,
tj. jedno jest pewnag konsekwencja
drugiego i odwrotnie. Natomiast, gdy sa
one niezalezne, to mozna opusci¢ drugi
argument i P(B|A) = P(B),

P(A|B) = P(A).

Obszar wokél rzeczywistej pozycji
gwiazdy

XOR sprowadza sie do sumy bez przeniesienia:
4919 110001
@& 310 000011
5010 110010

Widzimy, ze operacja XOR jest przemienna (A @® B = B® A) i laczna
(AeB)eC=A® (Ba()), a zatem wynik nie zalezy od kolejnosci
elementow. Oznacza to, ze kiedy zastosujemy XOR do wszystkich elementow
tablicy, to rezultat bedzie taki sam, jak gdyby wszystkie pary takich samych
elementow staly obok siebie. Ale przeciez dla kazdej liczby A zachodzi A ® A = 0.
Wynikiem tej operacji bedzie liczba, ktéra wystepuje tylko raz! W ten sposéb
dostajemy rozwiazanie dzialajace w czasie liniowym (O(n)), ktére potrzebuje
stalej ilosci pamieci.

function SzukAJ(A)

z:=0

for i:=1 to n do
x:=x & Ali]

return z

O bledach pozycji gwiazd
i predkosciach czgsteczek gazu
Alex SCHWARZENBERG-CZERNY*

John Herschel (1792-1871) dokonal wielu pomiaréw pozycji gwiazd na niebie,
w tym po raz pierwszy w historii na tak duza skale na pétkuli potudniowej,
prowadzac obserwacje z przyladka Dobrej Nadziei. Przy okazji zainteresowal
sie btedami swoich pomiaréw i tym, jaki moze by¢ ich rozktad. Na podstawie
sposobu pomiaru i charakteru obrazu gwiazdy w teleskopie uznal, ze

(a) prawdopodobieristwo bledu zalezy od jego wielkosci r, ale nie od kierunku
na niebie, oraz ze

(b) bledy we wspélrzednych x i y sa niezalezne.

Dodatkowo prawdopodobienstwo bledu winno zmienia¢ sie plynnie z pozycja

gwiazdy, to znaczy by¢ ciagla funkcja wspéirzednych. Na podstawie obserwacji

z podpunktu (a) prawdopodobienistwo dP, ze pomiar wypadnie w kawalku nieba

o powierzchni dS w odlegloéci r od prawdziwej pozycji, mozemy zapisaé jako

dP = g(r) dS. Natomiast na podstawie (a) i (b) prawdopodobiefistwo, ze pomiar

wypadnie w kawalku nieba o powierzchni dS, bedzie réwne dP = f(z)f(y)dS dla

pewnej funkcji ciaglej f. Mamy zatem

(1) g(r)dS =dP = f(z)f(y)dS, cooznacza, ze Ing(r)=Inf(z)+In f(y).
Jedli za poczatek uktadu wspolrzednych wybierzemy prawdziwa pozycje gwiazdy,
to jak nauczal Pitagoras, r? = 22 + y%. Gdybyémy funkcje In f(z), In g(r) mogli
przedstawié w postaci szeregu (,nieskoniczonego wielomianu”), czyli
Ing(r)=—a—br—cr®> —dr® —---,

to mogliby$my zauwazy¢, ze tylko dwa wyrazy (pierwszy i trzeci) powyzszego
szeregu mozna przedstawi¢ w postaci sumy funkcji x i y, a zatem

Ing(r) = —a — cr? = —a — c¢(2? + y?). Rozwijanie w szereg to chleb powszedni
wielu naukowcow, ktorych powinno ucieszy¢ to obrazowe uzasadnienie. Dla
Czytelnikow, ktorym wydaje sie ono niewystarczajaco precyzyjne, przedstawimy
tez inne wyprowadzenie. Niech a(t) = In g(v/t), B(x) = In f(x). Wstawiajac do
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Rozwigzanie zadania M 1686.
Jest to mozliwe tylko dla nieparzystych n.

Zalézmy, ze 2 | n, i ustalmy kolumne,
w ktérej wpisane sa liczby kolejno a, b, c.
Wéwezas n | ab + be + ca, wigc
w szczegdlnosdci 2 | ab + be + ca, skad
wynika, ze wéréd liczb a, b, ¢ jest co
najwyzej jedna liczba nieparzysta. Wobec
tego kazda kolumna tablicy 3 X n zawiera
co najwyzej jedng liczbe nieparzysta —
wiec w calej tablicy jest ich nie wigcej niz
n. Z drugiej strony, kazdy z wierszy
zawiera n/2 liczb nieparzystych, wiec
lacznie w tablicy mamy 3n/2 > n liczb
nieparzystych — sprzecznoscé.
Zalézmy teraz, ze 2 f n. W tablice
wpisujemy liczby w nastepujacy sposéb:
o I, IT wiersz: w i-te pole wpisujemy
2i (mod n), natomiast reszte 0
w ostatnim polu zastepujemy przez n.
o III wiersz: w i-te pole wpisujemy n — 1,
natomiast liczbe 0 w ostatnim polu
zastepujemy przez n.
Poniewaz 2t n, to w kazdym wierszu
wpisane sg rézne liczby. Ponadto dla
trzech liczb a, b, ¢ w jednej kolumnie
mamy:

ab+bc+ca = 2i-2i+2i-(—i)+2i-(—i) =
=0 (mod n).

‘W odréznieniu od éwcezesnych chemikéw
wielu fizykéw nadal nie wierzylo w atomy
i rozklad predkoéci ruchu czastek w gazie
doskonalym (rozklad Maxwella)
pozostawal ciekawostka. Dopiero gdy
Ludwig Boltzmann (1877) wyprowadzit
go niezaleznie ze statystyki czastek,
znajdujac po drodze wzor na entropie,
XIX-wieczna fenomenologiczna
termodynamika zacze¢la ewoluowaé ku
fizyce statystycznej.

@@

Rozwigzanie zadania M 1684.
Tak, istnieje, np.

(a) f(z) =ax% — 1.

(b) i (¢) f(z) =222 — 8.

wartoéé y = 0, dostajemy a(z?) = B(x) + £(0), zatem a(z? + y?) =

= a(z?) + a(y?) — 28(0). Prayimujac () = a(t) — 26(0), u = 2%, v = y?,
dostaniemy y(u + v) = y(u) + y(v). Jest to podstawowe réwnanie funkcyjne
(tzw. réwnanie Cauchy’ego), ktérego jedynym ciaglym rozwiazaniem jest funkcja
liniowa (wiecej o tym réwnaniu mozna przeczytaé np. w artykule Marka Kordosa
w A$g). Niech zatem v(t) = —ct, wéwezas przyjmujac a = 23(0), dostajemy znowu
Ing(r) = —a — cr?. Zatem

(2)

gdzie C' = e~ . Ostatnia réwnos¢ w wynika z obliczenia przyrostu funkcji
w nawiasie przy zmianie r o dr. Uzasadnimy to dokladniej na korncu artykutu,
a na razie zajmijmy sie jeszcze znalezieniem wartoéci C'. Dodajac do siebie
wszystkie mozliwe przyrosty prawdopodobienistwa z lewej strony rownania ,
dostaniemy 1, a z prawej strony mamy

Crm[ _,21° Cr
c c [6 }0 c

Cr
A[-=2d(e)] =
(suma przyrostéw funkeji na pélprostej to po prostu réznica wartosci funkeji na
kraficach). Poréwnujac, otrzymujemy C' = £, skad dostajemy

dpP = Q(T)ds = 0676722777' dr = f@d(e*”ﬁ%
C

C —er? 1 _ w2+2y2
r)= —e = e 20
9(r) T 2mo?
wprowadzajac tradycyjne oznaczenie ¢ = 1/(202). Ostatecznie mamy
(3) flx) = —=e"2".

o\2m
Jest to podstawowy w statystyce rozktad prawdopodobienstwa, zwany
rozkladem Gaussa lub rozkladem normalnym. Za sprawa de Moivre’a
i nastepcow pojawil sie on jako graniczny przypadek paru innych znanych
rozkladéw prawdopodobieristwa. Gauss (1800) podal niezalezne wyprowadzenie
i pierwszy zastosowal go do analizy bledéw obserwacji. Laplace (1810, 1812)
zauwazyl, ze jesli obserwowany wynik jest suma wielu zmiennych losowych
o tym samym rozkladzie, to (przy rozsadnych zalozeniach) rozktad
prawdopodobienistwa tej wielkosci (odpowiednio unormowanej) dazy do rozktadu
normalnego. Ta pierwsza wersja Centralnego Twierdzenia Granicznego do
czasOw obecnych zostala znacznie uogoélniona na sumy zmiennych o réznych
rozktadach. Fascynujace jest, ze (poza czynnikiem normalizujacym C) Herschel
wyprowadzit rozklad normalny z tak prostych zatozen. Dziesieé¢ lat pdzniej to
rozumowanie zainspirowalo Maxwella do wyprowadzenia rozkladu predkosci
czasteczek gazu, przy zalozeniu (a) i (b). Dla v* = v} + v2 + v? i dla przyrostu
objetoéci dV = 4mv? dv w 3-wymiarowej przestrzeni predkosci v otrzymat
on dP = g(v)dV = Ce="v2dv. Stale C i ¢ mozna obliczyé¢, wykorzystujac
sumowanie sie przyrostéw prawdopodobienstwa do 1 oraz proporcjonalnosci
temperatury absolutnej do wazonej prawdopodobienstwem $redniej energii
kinetycznej czasteczek %k‘T =Xy *dp. Wynik konicowy to

2
(4) 5 bT i 4 dv oraz f(v,) = 5 BT
Pozostaje nam dokladniej uzasadni¢ ostatnia rownosé w . Dla Czytelnikow
biegtych w rachunku rézniczkowym jest ona oczywista, pozostalych zas prosimy
o uwierzenie, ze dla malych wartosci przyrostu dr zachodzi ed;r_l ~ 1 (poniewaz
rozwiniecie e?" w szereg dla malego dr to w przyblizeniu e” ~ 1 +dr +...).
Mnozac obustronnie przez e”, dostajemy ETM;# ~ e’ zatem wyrazajac to
w naszej ,,przyrostowej notacji”, mamy d(e”) = e"dr. Ponadto dla malych
wartosci dr jest

m o _mv2
2 kT

P — ( n )3/26*’"“

d 2 _ .2
tdn) =17 oy o
dr
wigc mozemy napisaé d(r?) = 2rdr. Ostatecznie
d(e*CTQ) = e*”2d(—cr2) = —ce*"2d(r2) = —2rce " dr.

Przedstawione tutaj rozumowanie moze wydawac sie miejscami niesciste,
istnieja jednak matematyczne narzedzia pozwalajace na sformalizowanie tych
fragmentow, a poznanie cho¢by intuicji wydaje si¢ w tym przypadku pouczajace.
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