Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 825, 826

Redaguje Marcin E. KUCZMA

825. Dany jest graf wazony G majacy n wierzcholkéow; n > 4. Kazde dwa
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wierzcholki laczy co najwyzej jedna krawed?Z (niezorientowana). Kazdej krawedzi
przyporzadkowana jest jej waga: liczba rzeczywista rézna od zera. Okreslamy

migniecie wierzchotkiem jako jednoczesna zmiane znaku wszystkich krawedzi
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wychodzacych z tego wierzchotka.

Zakladamy, ze zaréwno w grafie G, jak i w kazdym grafie wazonym, uzyskanym

sg prostopadle.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2021
Przypominamy tresé¢ zadan:

821. Niech B bedzie ustalong liczbg naturalng; B > 3. Kazda liczbe
naturalng mozna zapisa¢ w uktadzie pozycyjnym przy podstawie B
(cyframi zapisu sg elementy zbioru {0, ..., B—1}; cyfra wiodaca rézna
od zera). Rozwazamy liczby naturalne N, ktérych cyfry zapisu tworza
cigg $cisle rosngcy (najwicksza cyfra w rzedzie jednosci). Obliczyé
maksymalng warto$é sumy cyfr iloczynu (B — 1)N, gdy N przebiega
zbiér wszystkich liczb rozwazanej postaci.

822. Dany jest tréjkat ABC. Dla dowolnego punktu D na boku BC
(réznego od wierzchotkéw) zakreslamy okrag wp, przechodzacy przez D
oraz $rodki okregéw wpisanych w tréjkaty ABD i ACD. Udowodni¢,
ze istnieje punkt wspdlny wszystkich okregéow wp.

821. Wezmy dowolng liczbe naturalna N z rozwazanego
zbioru i zapiszmy jej rozwinigcie:

k
N= Z CZ'BZ =: (Ckck,1 .. .626160)

B’

i=0

Przyjmijmy, ze N > B (a wigc k > 1). Wykazemy, ze
k+1 _

(1) (B—1)N = Z d;B",
i=0

gdzie

(2) do=B—co, di=co—1—c1, drt1=cy,

(3) diZCi71—Ci dla i=2,‘..,k

(gdy k = 1, wiersz (3) jest ,,pusty”). Wobec przyjetych
zatozen o cyfrach c;, liczby do, ..., dr+1 sa nieujemne,
mniejsze od B (przy czym di4+1 > 0); a to znaczy, ze
sg to dopuszczalne cyfry rozwiniecia pozycyjnego przy
podstawie B.

Przeksztalcamy prawa strone wzoru (1):

k41 _
Z d;B' =
i=0 k . k .
= (B—Co)-i—(Co—l—Cl)B—f—Z C»L'71BZ—Z CiBZ+CkBk+1 =
1=2 1=2
k—1 X k .
= —cot(co—c1)B+ Y. ;B =Y ;B 4, B¥T =
i=1 =2

k ) k )
S B =Y ¢;B' = B-N—N;
1=0 =0

wyszla lewa strona wzoru (1). Zatem suma cyfr liczby
(B —1)N wynosi

k
(B—co) + (co—1—c1) + > (cici—ci) + e =

1=

2
B—1—61+(C1—Ck)+ck:B—1.
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O<cp<...<caa<cp<B.

z G przez jednokrotne lub dwukrotne wykonanie operacji migniecia (na dowolnie
wybranym wierzcholtku/wierzchotkach) suma wag wszystkich krawedzi grafu
jest liczba o module 1. Wyznaczy¢ zbiér wartosci, jakie moze mie¢ iloczyn wag
wszystkich krawedzi grafu G.

826. Pieciokat ABCDE jest wpisany w okrag o $rednicy AB. Styczne do okregu
w punktach A i D przecinaja si¢ w punkcie F. Boki BC' i CD sa jednakowej
dhugosci; zas przekatna C'E potowi przekatng AD. Dowiesé, ze proste CE i EF

Zadanie 826 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

(W przypadku, gdy N < B, czyli k = 0, wzory (2), (3)
nalezy zastapié przez do = B — co, di = co — 1; znéw
do+di =B-1).

Tak wiec badana suma do + ...+ di+1 stale wynosi B — 1
i jest to jej wartosé¢ maksymalna (minimalna zreszta tez).
[Mustracja dla B = 10, N = 23578: 9-N = 212202.]

822. Proste BC' i AD to wspdlne styczne (zewnetrzna

i wewnetrzna) okregéw wp i we, wpisanych w tréjkaty ABD
i ACD. Prowadzimy ich pozostale dwie wspélne styczne
(zewngetrzng i wewnetrzna). Jesli styczne zewngtrzne nie sg
réwnolegle, przecinaja sie w pewnym punkcie Z. Przyjmijmy
dalsze oznaczenia: F, F' to punkty stycznosci prostej BC

z wp, wc; X, Y to punkty przeciecia drugiej stycznej
wewnetrznej ze stycznymi zewnetrznymi (X na odcinku EF),
za$ K, L to jej punkty stycznosci z wp, wc; wreszcie M to
punkt stycznosci prostej Y Z z okregiem wc.

Jeden z okregdéw wp, we jest okregiem wpisanym tréjkata
XY Z, a drugi — dopisanym; stad rownoé¢ KX = LY.
Przy tym KX = EX, LY = MY (odcinki stycznych) oraz
MY = DF (z symetrii wzgledem prostej wyznaczonej
przez $rodki U, V okregéw wp, wc). Otrzymujemy
réwnosé: EX = DF. Zachodzi ona (co oczywiste) réwniez
w przypadku, gdy styczne zewnetrzne sa rownolegte.

Potozenie punktéw stycznoéci na prostej BC' jest opisane
wzorami

AB+ BD — AD _AD+DC — AC

pp=22+P20 AP pp
2 2

Wobec tego

(4) BX:BE+EX:BE+DF:é§i€§i§Q.

Potproste DU i DV sg dwusiecznymi katéw ADB i ADC,
wiec kat UDV jest prosty. Analogicznie, XU i XV polowia
katy BXY i CXY, wiec kat UXV jest prosty. Zatem okrag
UDV (czyli wp) przechodzi przez punkt X, okreslony
réwnoécia (4). Oznacza ona, ze X to punkt stycznosci okregu
wpisanego w tréjkat ABC' z bokiem BC' i nie zalezy od
wyboru punktu D. Jest to szukany punkt wspdlny wszystkich
okregéw wp.
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Czoléwka ligi za
po uwzglednieniu

daniowej Klub 44 F
ocen rozwigzan zadan

712 (WT = 1,88) i 713 (WT = 3,12)
z numeru 1/2021

Michal Kozlik
Piotr Adamczyk
Tomasz Rudny
Konrad Kapcia
Pawel Perkowski
Stawomir Bué

Czoléwka ligi za

Gliwice 5 — 44+1,01

‘Warszawa 42,77
Poznan 41,38
Poznan 141,38
Ozarow 3 - 38,45
Mystkow 34,13

daniowej Klub 44M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 815 (WT = 3,01) i 816 (WT = 1,56)
z numeru 2/2021

Jerzy Cisto

Jakub Wegrecki
Pawel Burdzy
Mikotaj Pater
Michal Adamaszek
Piotr Kumor
Witold Bednarek
Tomasz Czajka
Fukasz Merta

Wroctaw 45,68
Krakéw 43,32
Warszawa 43,18
Opole 42,27
Kopenhaga 40,45
Olsztyn 36,10
L6dz 34,60
Santa Clara 33,74
Krakéw 32,76

Pan Jerzy Cislto zgromadzil 44 punkty
po raz pigtnasty - to juz pigciokrotne

saldo Weteranal!

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez

Zadania z fizyki nr 722, 723
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

722. W skrzyni ciezaréwki leza trzy jednakowe bale (rysunek). Skrzynia
nachylona jest do poziomu pod katem «. Dla jakich wartosci kata a uktad bali
pozostaje w stanie réwnowagi? Tarcie zaniedbujemy.

723. Czastka relatywistyczna o masie m i energii kinetycznej Ej zderza
sie niesprezyscie z taka sama czastka spoczywajaca. Znalezé maksymalna
energie AFE, ktora moze byé wykorzystana do wytworzenia nowych
czastek. Rozwazyé przyblizenie nierelatywistyczne, gdy Ej, < mc?, oraz
ultrarelatywistyczne, gdy Ej > mc?.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2021
Przypominamy tresé¢ zadan:

718. Samochéd o masie m z napedem na przednie i tylne kota rusza z miejsca. Silnik samochodu
pracuje ze stalag moca P. Wspélczynnik tarcia kinetycznego két o droge jest réwny p. Znalezé
zaleznosé predkosci samochodu od czasu. Opér powietrza i opory w mechanizmach samochodu
zaniedbac.

719. Z naczynia o obje¢toéci V = 1072 m® odpompowano powietrze, wprowadzono do niego
niewielka ilo§¢ wody i zmierzono ci$nienie dla trzech réznych wartosci temperatury: przy t; = 60°C,
p1 = 1,92-10% Pa, przy ta = 90°C, pa = 4,20 - 10% Pa, przy t3 = 120°C, ps = 4,55 - 10* Pa. Jakie bylyby
ci$nienia przy podanych temperaturach, gdyby mase wprowadzonej wody zmniejszono o 20%?
718. Poniewaz silnik pracuje ze stala moca, na poczatku wystepuje poslizg.
Samochéd porusza sie pod wplywem sity F' = umg. Po pewnym czasie ty poslizg
ustaje i wtedy cala moc silnika zuzywana jest na zmiane energii kinetycznej
samochodu. Gdy rozpoczyna si¢ ruch bez poslizgu, predko$é samochodu wynosi
- s . . , . 2
vo = ugtp i jednoczesnie spelnione jest réwnanie P = Fug. Stad to = P/m(ug)”.

Dla t < tg predkos¢ samochodu rosnie liniowo z czasem v = ugt.
Dla t > tg spelnione jest réownanie
m(v? —v?)/2 = P(t — to).

L). Predkos¢ samochodu rosnie nieograniczenie,

_ /P
Stad v = /2 (2t —
poniewaz nie uwzgledniliémy oporu powietrza oraz oporu w mechanizmach
samochodu. Ponadto w zwyklym samochodzie silnik pracuje na poczatku

z niezbyt duza moca i poslizg nie wystepuje.

719. Woda wrze w temperaturze ¢ = 100°C pod ciSnieniem normalnym, wiec
ci$nienie pary nasyconej w tej temperaturze wynosi p, = 10,13 - 10* Pa > ps.
Cisnienie pary nasyconej rosnie z temperatura, zatem w temperaturze t3 para
W naczyniu jest nienasycona.

Zachodza zwiazki: ps/T5 = pa/To > p1/T1, gdzie Ty, T, T3 sa temperaturami
w skali bezwzglednej. Wynika stad, ze w stanie trzecim i drugim w naczyniu
znajduje sie para nienasycona, a w stanie pierwszym nasycona.

Korzystajac z réwnania Clapeyrona psV = mRT3/u, gdzie p = 18 g/mol,
obliczamy, ze masa wprowadzonej do naczynia wody m = 2,5 - 10" kg.

Po zmniejszeniu masy wprowadzonej wody do m; = 2 - 10~ * kg para w stanach
trzecim i drugim nadal jest nienasycona, a ciSnienia w tych stanach wynosza

ps’ = mips3/m = 3,64 - 10* Pa, P2’ = mipa/m = 3,36 10" Pa.

Zakladajac, ze w stanie pierwszym para stala sie nienasycona, otrzymujemy
z rownania Clapeyrona, ze jej ciSnienie jest wieksze od p;. Oznacza to, Ze para
w temperaturze ¢; nadal jest nasycona, a jej ci$nienie p;’ = p; = 1,92 - 10* Pa.

wspdélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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